DEFINICE Z LINEARNI ALGEBRY

Skripta Matematické metody pro statistiku a operaéni vyzkum (Nesettilova, H., éafecové, P., 2009).

1. definice

Vektorovym prostorem rozumime neprazdnou mnozinu prvki V, na které jsou definovany dvé operace:
s€itani prvkd mnoziny V (kazdé dvojici prvki x,y € V je jednozna¢né pfifazen prvek z +y € V) a nasobeni
prvkd mnoziny V realnym ¢islem (kazdému prvku z € V a kazdému realnému ¢islu r € R je jednozna¢né
pfifazen prvek r - & € V). Obé operace musi navic (pro vSechny prvky z,y,z € V a vSechna realna &isla

r, s € R) splhovat nasledujici axiomy:

Al: r+y = y+uo,
A2: 24+ (y+2) = (v+y)+z,
A3 : existuje prvek o € V takovy, Ze x + o = ,
Ad: ro(z4y) = r-ax+r-y,
A5: (r+s)-x = r-z+s-uz,
A6 : r-(s-xz) = (r-s) -z,
AT l-z = =z
0-z = o

Prvky vektorového prostoru nazveme vektory. Prvek o nazveme nulovym vektorem vektorového prostoru
V.

2. definice
Neprazdna podmnozina Svektorového prostoru V se nazyva podprostor vektorového prostoru V, jestlize

plati

(1) pro vSechna z,y € S je z + y € S(S je uzaviena vzhledek ke s¢itani),

(2) pro kazdé x € S a kazdé realné ¢islo r € R je r -z € S (S je uzaviena vzhledem k nasobeni redlnym

Cislem).
3. definice
Necht xq, x2,..., 2} jsou vektory z vektorového prostoru V. Rekneme, Ze vektor z je linearni kombinaci
vektord x1, zo,..., Tk, je-li
rT=cC %1 +C-To+...+cCr Tk
kde c1, ca, ..., ¢ jsou néjaka realna ¢isla. Cisla c1, co, ..., ¢ se nazyvaji koeficienty linearni kombinace.
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4. definice
Necht M je libovolna mnoZina vektorti vektorového prostoru V, linedrnim obalem mnoZiny M (ve V)

nazveme mnozinu vSech linearnich kombinaci vektort z M, oznaéime ji L(M).

5. definice
Vektory x1, x2,..., xx € V nazyvame linearné zavislé, jestlize existuji redlna ¢&isla ¢y, ca, ..., ¢k, z nichz

alespon jedno je nenulové, takova, ze

r=c¢ Ty +C -To+...+C T =0

Nejsou-li vektory 1, xo, ..., x) linearné zavislé, rikame, ze jsou linearné nezavislé.

6. definice

Necht M C V je takovd mnozina vektort z V, ze L(M) = V. Pak fekneme, 7Ze M generuje cely vektorovy
prostor V. Je-li mnozina M kone¢na, M = {xz1, za,..., xx}, pak fikdme, Ze vektorovy prostor V je koneéné&
generovany a vektory xi, xs,..., T nazyvame generatory tohoto prostoru.

7. definice

Necht M je linearné nezéavisla mnozina generatori vektorového prostoru V. Pak fikdme, Ze mnozina M je bazi

vektorového prostoru V.

8. definice
Pocet vektoru v bazi vektorového prostoru V nazveme dimenzi tohoto prostoru a znac¢ime dim V. Dale defi-

nujeme dim {o} = 0.

9. definice
Necht n € N. Ozna¢me R™ mnozinu vSech usporadanych n-tic realnych &isel. Tedy R™ = {(z1, z2, ..., x,); kde
T1, To, ..., Tn € R} Rekneme, Ze dvé uspofadané n-tic (x1, €a,..., n) a (Y1, Y2:-- -, Yn) z R" jsou si rovny

pravé kdyz

T1 =Y1,T2 = Y2y, Tpn = Yn
10. definice
Necht © = (z1, x2,..., Tn) ay = (Y1, Y2, .- -, Yn) jsou dva vektory z R™. Skalarnim souéinem z - y nazveme
realné ¢islo

Ty =2T1Y1 +T2Y2, -, TnlYn,

nebo strucnéji

n
r-y= inyi-
i=1
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11. definice
Necht x € R". Realné ¢islo

|z =V x

nazveme velikosti (normou) vektoru z. Vektor x se nazyvéa jednotkovy (normovany) vektor, jestlize |z| = 1.

12. definice

Vektory x,y z vektorového prostoru R™ se nazyvaji vzajemné ortogolalni (kolmé), jestlize z -y = 0.

13. definice
Baze x1, x9,..., x,, podprostoru S vektorového prostoru R", m < n, se nazyva ortogonalni, jestlize vektory
T1, T2,..., Ty tvoli ortogonalni skupinu vektort. Jsou-li navic zi, xo, ..., x,, jednotkové vektory, nazyvame

tuto bazi ortonormalni bazi S.

14. definice
Necht S je podmnozina R™. Ortogonalnim doplitkem mnoZiny S v R™ nazveme mnozinu { v € R™;v -2 = 0

pro vSechny vektory x € S}, oznac¢ime ji St.

15. definice

Matice A typu (m,n) € N, je tabulka realnych ¢isel uspofadana do m radka a n sloupct

aii ai2 A1n

a21 a22 A2n
A =

am1 Am?2 Amn

16. definice
Rekneme, Ze matice A a B jsou si rovny (A = B), jsou-li to matice stejného typu (m,n), pro jejichz prvky

plati

aij:bij i=1,2,...,m

17. definice
Necht A a B jsou matice stejného typu (m,n),

ail ai12 . A1n b11 b12 . bln

a1 a22 . agn bgl b22 . bgn
A= . . . ; B =

Am1 Am2 ... (mn b'ml bm? s bmn

Souétem matic A + B nazveme matici

air +bi1 arp+biz ... ay, +big

a1 + by az2 +b2 ... aogn + by,
A+ B=

Am1 + bml Am2 + bm2 CIE Amn + bmn
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18. definice
Hodnosti matice A typu (m,n) rozumime dimenzi podprostoru R™ generovaného fadkovymi vektory matice

A. Hodnost matice A ozna¢ime hA.

19. definice

Rekneme, Ze matice T typu (m,n) je trojuhelnikova matice, jestlize m < n a pro prvky matice T plati

t;j=0proj<iaty#0proi=1,...,m.

20. definice
Necht A je matice typu (m,n). Transponovanou matici k matici A nazveme matici AT typu (m,n) pro

kterou plati, Ze i-ty fadek matice A je i-tym sloupcem matice AT.

1 6 11 16
1 2 3 4 5
2 7 12 17
6 7 8 9 10 T
M = MT=]3 8 13 18
11 12 13 14 15
4 9 14 19
16 17 18 19 20
5 10 15 20

P“"l‘

Tl"(lIlSp onace

A

21. definice
Rekneme, ze matice A je Gaussova matice, jestlize prvni nenulovy prvek v kazdém fadki je zaroven poslednim

nenulovym prvkem piislu§ného sloupce a matice A navic neobsahuje zadny nulovy Tfadek.

22. definice
Rekneme, 7e matice A je Jordanova matice, jestlize prvni nenulovy prvek v kazdém fadku je roven jedné a

je to také jediny nenulovy prvek v prislusném slupci. Matice A navic neobsahuje zadny nulovy fadek.

23. definice
Necht A je matice typu (m,p), B je typu (p,n). Souéinem matic A a B nazveme matici C typu (m,n), pro

jejiz prvky plati

p
Cij = E aik - bj,t=1,....m,j=1,...,n.
k=1

Souc¢in matic A a B ozna¢ime A - B (resp. AB).

24. definice
Necht A je &tvercova matice fadu n, n € N. Rekneme, ze matice A je regularni, jestlize hA = n. Matici A,

ktera neni regularni, nazveme singularni matici.

25. definice

Necht A je Gtvercova matice fadu n,n € N. JestliZe existuje ¢tvercova matice A~! ¥adu n, pro kterou plati
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A-A'=A1 A=F

pak fikame, %e matice A~! je inverzni matici k matici A.

26. definice

Dvojici (ki, k;) nazgvame inverzni v permutaci m = (k1, ko, ..., ky), jestlize plati i < j a soucasné k; < k;.

27. definice
Permutace 7 se nazyva suda, jestlize celkovy pocet inverzi r v této permutaci je sudé ¢islo. Permutace 7 se

nazyva licha, jestlize pocet inverzi r je liché ¢islo.

28. definice

Necht A je ¢tvercova matice fadu n,

a1 ai2 . A1n

a1 a99 . agn
A= ,

an1 An2 cee Qpp

Determinantem matice A nazveme realn ¢islo

det A = Z (—1)T A1k, * A2koy -+« y A2nk,, »
(m)

kde Z(W) znamend souet pres vichny permutace 7 = (k1, ko, ..., k) sloupcovych indexti (1, 2,..., n) a r je

celkovy pocet inverzni v permutaci 7.

29. definice
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n,n > 1. Submatici A;; matice A nazveme ¢tvercovou matici fadu
n”1, kterd vznikla z matice A vynechanim ¢-tého radku a j-tého sloupce. Algebraickym doplitkem D;; prvku

a;; matice A nazveme ¢islo

Dq;j = (_1)i+j det Aij.

30. definice

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize pro nenulovy vektor z € R™ a komplexni ¢islo A plati

pak &slo A (lambda) nazveme vlastni ¢islo matice A a vektor x nazveme vlastni vektor matice A piislusejict

vlastnimu é&islu A.



