VETY Z LINEARNI ALGEBRY

Skripta Matematické metody pro statistiku a opera¢ni vyzkum (Nesetfilova, H., Safecové, P., 2009).

1. véta
Necht M = {1, 23,..., 2%} je mnoZina vektori z vektorového prostoru V a necht
k
L(M) = {ch “xy; Vizg € M, ¢; € R} :
i=1

Pak linearni obal L(M) mnoziny M je podprostor V.

2. véta
Necht x1, xo,. .., x jsou vektory z vektorového prostoru V, k > 2, k € N. Vektory z1, xa,.. ., £ jsou linearnd

zavislé pravé tehdy, je-li mozné alespon jeden z nich vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich vektori.

3. véta
Necht x1, xs,..., T jsou linedrné nezavislé vektory z V a necht vektor y € V je linearni kombinaci vektoru
L1y T2y ..y Tk,
Yy=2c¢C -2y +C -Tog+...+Ck" Tk
Pak koeficienty, c1, co,..., ¢ této linearni kombinace jsou ureny jednoznacné.
4. véta

Podmnozina M vektorového prostoru V je mnozinou generatori V pravé tehdy, kdyz kazdy vektor y € V lze

vyjadrit jako linedrni kombinaci vektora z M.

5. véta
Necht 1, xo,..., 2 jsou generatory vektorovéo prostoru V a necht yq, ¥, ..., ym jsou vektory, které vznikly
z vektoru x1, xa, ..., xx nékterou z nasledujicich ekvivalentnich tprav:

) zménou pofadi vektori ve skuping;
) néasobenim libovolného vektoru nenulovym realnym ¢islem;
3) tak, Ze k libovolnému vektoru pfi¢teme linearni kombinaci ostatnich vektori;
) vynechanim vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich vektortu (specielné lze vynechat nulovy vektor,
neni-li to jediny vektor, ktery skupinu obsahuje);

(5) pfidanim vektoru, ktery je linearni kombinaci vektord 1, xa, ..., Tk.
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Pak vektory y1, y2, ..., ym generuji stejny vektorovy prostor V jako vektory xi, xo,..., k.

6. véta — Steinitzova véta

Necht x1, x2, ..., T, jsou linearné nezéavislé vektory z vektorového prostoru V; necht vy, 4o, ..., ¥, jsou dalsi
vektory z 'V takové, Ze kazdy vektor x; je linedrni kombinaci vektort y1, y2, - - -, Un, tj. ©; € L({y1, ¥2,- -, Yn}),
i =1,2,...,m. Potom plati

m < n.

7. véta

Libovolné dvé baze (konefné generovaného) vektorového prostoru V maji stejny pocet vektort.

8. véta

Necht V je vektorovy prostor dimenze n a necht x1, xs, ..., &,, jsou vektory z V. Je-li m > n, pak jsou vektory
T1, T2,..., Ty linedrné zavislé.

9. véta

Necht V je vektorovy prostor dimenze n, pak kazdé skupina n linearné nezavislych vektoru xy, x2,..., T, 2

V tvori bazi vektorového prostoru V.

10. véta

Necht V je vektorovy prostor dimenze n, x1, 2, ..., T, linearné nezavislé vektory z V. Je-li m < n, pak
lze vektory x1, ®a,..., z,, doplnit na bazi V; to znamena, ze existuji vektory x,,+1, ..., ©, € V takové, Ze
T1, T2y vy Ty T4, - - -, Tn j€ baze vektorového prostoru V.

11. véta

Necht S je podprostor vektorového prostoru V. Potom plati

dim S < dim'V,

pri¢emz rovnost m < n ve Steinitzové vété plati pravé kdyz S = V.

12. véta

Necht z,y, z jsou libovolné vektory z R™, r € R libovolné redlné ¢islo. Pak plati:

13. véta

Skupina nenulovych vzajemné ortogonalnich vektoru x1, xo, ..., z) je vZdy linedrné nezéavisla.
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14. véta

Kazdy netrivialni podprostor S vektorového prostoru R™ mé ortogonélni béazi.

15. véta
Necht S je podmnozina R". Pak plati

Je-li S podprostor R™, Ize s pouzitim Gramm-Schmidtovi ortogonalizujici konstrukce dokazat nésledujici dule-

zitou vétu, kterou pouzijeme pfi feSeni soustav linearnich rovnic.

16. véta
Necht S je podprostor R™. Potom plati

dim S* = dimR” — dim S

17. véta
Necht A, B a C jsou matice typu (m,n),r, s € R. Pak plat{

+B =B+ A,
+(B+C)=(A+B)C,
-(A+ B)=r-A +r-B,

A
A

18. véta
MnoZina R,,., vSech matic typu (m,n) spolu s operacemi s¢itani matic a nasobeni matice redlnym ¢islem tvoii

vektorovy prostor dimenze m - n.

19. véta

Je-li matice T typu (m,n) trojuhelnikova matice, pak

h(T) = m.

20. véta

Necht AT je transponovana matice k matici A, pak plati

h(A) = h(AT).



21. véta
Necht je dana homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych a necht A je matice této soustavy. Vektor

r € R™ je fefenim této soustavy pravé kdyz x € R (A)+ v R™.

22. véta — Frobeniova véta
Soustava lineérnich rovnic je feSitelné pravé kdyz hodnost matice soustavy A a hodnost rozsifené matice sou-

stavy Apg jsou stejné.

23. véta

Kazdé feSeni x nehomogenni soustavy linedrnich rovnic lze zapsat jako soucet
r=yY-+=z

kde y je libovolné (pevné) FeSeni nehomogenni soustavy a z je néjaké feSeni homogenni soustavy se stejnou

matici A.

Poznamka: z této véty vyplyva, ze mnozinu M vSech feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic lze symbo-

licky zapsat jako

M=y+R(A) ={y+z2cRA)L

24. véta

Jsou-li A, B a C matice a r € R libovolné realné ¢islo, pak plati

maji-li uvedené vyrazy smysl.

25. véta

Necht A je étvercovd matice. Pak inverzni matice A~! k matici A existuje pravé tehdy, je-li A regularni.

26. véta

Necht A, B jsou regularni matice stejného fadu. Potom matice necht AB je také regularni a plati

(AB) '=B7!'. AL

Je-li » € R nenulové realné ¢islo, pak

(rA™") = (i) CATL



27. véta
Necht A - z = b je soustava n linearnich rovnic o n neznamych. Je-li matice soustavy A regularni, pak méa

soustava jediné reseni

r=A"1.b

28. véta
Necht A = (a;;) je trojuhelnikova matice fadu n. Pak plati

det A = a11a22 ...0pnp.

29. véta

Necht A je libovolné ¢tvercova matice fadu n. Pak plati:

(1)
det AT = det A,

(2) jestlize matice B vznikla z matice A piehozenim dvou Ffadka (resp. sloupcii), pak
det B = —det A,

(3) jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho radku (resp. sloupce) redlnym cislem r € R,
pak
detB=1r-detA,

(4) jestlize matice B vznikla z matice A tak, Ze k jednomu fadku matice A byla pfi¢tena linearni kombinace

ostatnich radku, pak
det B =det A,

(5) jestlize také matice B a C jsou ¢tvercové matice fadu n takové, ze k-ty Fadek matice C, k = 1, 2,.. .,

n, je souctem k-tych radka matic A a B a ostatni fadky maji v8echny t¥i matice stejné, pak
det C = det A + det B,
(6) jestlize B je &tvercova matice fadu n, pak
det (AB) = det A - det B,
(7) jestlize A je regularni matice, pak

1
Al = .
det det A

30. véta
Necht A je ¢tvercova matice. Matice A je regularni pravé tehdy, je-li det A £ 0.

31. véta
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak pro kazdé pfirozené ¢islo ¢, 1 < i < n, plati

det A = Zaij . Diju
=1
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a pro kazdé pfirozené ¢islo j, 1 < j < n, plati

n
det A = Zaij . Dij7
i=1
kde D;; je algebraicky doplnék prvku a;; matice A.

32. véta — Inverzni matice pomoci determinanta

Necht A = (a;;) je regularni ¢tvercova matice fadu n. Potom inverzni matici k matici A lze zapsat

Dll Dgl . Dnl
D D ... Dy
_1:L 21 22 2 | L(Di')T
det A : S det AV
Dln D2n e Dnn

kde D;; je algebraicky doplnék prvku a;; matice A pro vSechna i,j =1,2,...,n.

33. véta — Cramerovo pravidlo

Necht je déana soustava n linearnich rovnic o n neznamych x1, zo,. .., T,

01171 + 612%2 + ... + @17y = by

a91x1 + a22T2 + ... + A2 Ty = b2

Ap1%1 + apoXa + ... + QpnTyn = by.

Je-li matice soustavy A = (a;;) regularni, pak méa soustava pravé jedno Feseni, pro které plati

= detA1
" detA’

proi=1,2,...,n,

kde A; je matice, ktera vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych stran soustavy
(b1, bay ...y by)T



