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1. Ortogonalni dopliiky, ortogonalizace

Necht U je podprostor vektorového prostoru V. Ortogonalni doplnék U+ obsahuje vSechny vektory, které
jsou kolmé ke kazdému vektoru z U, neboli

VieUr VieU w@ld coz lze vyjadiit pomoci skaldrniho soudinu @ -7 =0 .

Ortogonalni doplnék U~ k podprostoru U = (iiy, . .., u}) tedy hleddme jako feSeni homogenni soustavy rovnic
iy | 0
Uk | 0

nuly na pravé strané pti vypoctu zpravidla vynechavame.
Pripomenme také vztah
dim U + dim U+ = dim V' .

Priklad 1.1:
Zjistéte ortogonalni doplnék
((1,-3,2),(2,1,5))* .

reseni:
Hledame vektor (z,y, z), jehoz skalarni souc¢in se zadanymi vektory roven nule. Budeme tedy Fesit (ipravou na
Gaussiiv tvar pomoci elementarnich tiprav) homogenni soustavu rovnic zadanou matici

1 -3 210 1 -3 210
2 1 510 0 7 110
17

1 3
z=a€eR, 7y+z:0:y:—?a, x+?a+2a:O:>ac:——a

Odtud dostavame

7
neboli -
= ——,—=,1)=a&(17,1,-7) .
(x,y,z) a( 7 77) a( 4y )

V dalsich prikladech budeme nuly na pravé strané soustavy vynechavat a upravovat na vyhodnéjsi tvar

1 -3 2 1 -3 2 7 0 17
2 1 5 0o 71 o7 1)°

Odtud jiz snadno zjistime, ze vektor (z,1,—7) jisté vyhovuje druhé rovnici. Dosadime-li ho do prvni rovnice,
dostaneme 7z + 17 (=7)=0a x = 17.
Hledany ortogonalni doplnék je tedy linearni obal

((17,1,=7)) .

Priklad 1.2:
Zjistéte ortogonalni doplnék
((1,2,1,1),(3,1,1,1)" .

feseni:
Hledame vektor (z,y, z,t), jehoz skalarni soucin se zadanymi vektory roven nule. Budeme Fesit soustavu rovnic

zadanou matici
1 2 1 1 1 21 1 5 0 1 1
31 1 1 0 5 2 2 0 5 2 2
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Odtud dostévame
(Z’ y? Z? t) = a(17 2’ 07 75) + /6(1’ 27 757 0) *

Hledany ortogonalni doplnék je linearni obal

<(1a 27 0; 75); (17 2; 75; O)> .

Priklad 1.3:
Zjistéte ortogonalni doplnék
((1,2,1,1),(3,1,1,1),(3,1,0,2))* .

Feseni:
Opét hleddme vektor (x,y, z,t), jehoz skalarni souc¢in se zadanymi vektory roven nule. Budeme fesit soustavu
rovnic zadanou matici

1 2 11 1 2 11 1 2 1 1 1 2 0 2 5 0 0 2
311 1|~|05 2 2]~(05 2 2]~105 0 4]~10 5 0 4
31 0 2 0 5 3 1 0 01 -1 001 -1 00 1 -1
Odtud dostavame
(z,y,2,t) = a(2,4,-5,-5) .
Hledany ortogonélni doplnék je linedrni obal
((2,4,-5,-5)) .
V nasledujicich prikladech mame ortogonalizovat skupinu vektoru 1, us, Us, . ... UZivame vzorce
_’1:17:1;
Up = Uy %61 (nebo nasobek) ,
1
U3 = U3 vl; 1;3 i 02_,. 1263 Vo (nebo nasobek), a tak déle
|01 |V2

Priklad 1.4:
Naleznéte ortogonalni bazi prostoru

((1,1,1),(1,0,1),(1,2,1)) .
FeSeni:
Oznaéime vektory @7 = (1,1,1), 1y = (1,0,1), 43 = (1,2,1) a uzijeme vzorce

—

1:17:1:(171;1) |61|2:3a

iy - D g 0,y - LD O gy gy 01y - 21y = (2, 2,4
|vl|2 3 3 3 373
vezmeme Uz = (1,—2,1) s> =6,
BTG, Tyl (1,1,1) - (1,2,1) (1,-2,1)-(1,2,1)
fly = ot - et = (1,2,1) - SRR L) - - (1,-2,1) =

4 1
= (172a 1) - 5(17 1; 1) + g(]-v 727 1) = (0,0,0) vecvy = (0,0,0) .

Dostavame ortogonalni bazi
0 =(1,1,1),02 = (1,-2,1) .
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Priklad 1.5:
Naleznéte ortogonalni bazi prostoru

<(1a 73; ]-7 2)a (47 *57 5; 3)7 (3a 78; ]-7 1)> .

feSeni:
Oznacime vektory 4y = (1,-3,1,2), 42 = (4,—5,5,3),u3 = (3,—8,1,1) a uzijeme uvedené vzorce

U1 - Us 30

Usy = Usa |_,1|2 ”01*(4,*5,5,3)*1—5(1,*3,1,2):(2,1,3,*1) |172|:15,
L, Up-uUz, Up-iz 30 0

= — — =(3,-8,1,1)— —(1,-3,1,2) — —(2,1,3,—-1)=(1,—2,—1,-3) .
U3 us |171|2 U1 |_,2|2 V2 ( , y Ly ) 15( ) y Ly ) 15( y Ly 9y ) ( ) ) ) )

Dostavame ortogonalni bazi

= (1,-3,1,2),72 = (2,1,3,-1),03 = (1,-2,—1,-3) .

Priklad 1.6:
Naleznéte ortogonalni bazi prostoru

((1,2,1,1),(3,1,1,1),(-1,3,1,1),(0,3,-1,2)) .
feseni:
Oznaéime vektory @7 = (1,2,1,1),d2 = (3,1,1,1),1d3 = (—1,3,1,1), 14 = (0,3, —1,2) a uzijeme vzorce

o= = (1,2,1,1) 5> =7,

— —

7
172262_|11)T|1;261:(3’1’1’1)_7(1’2’1’1):(2’_1’0’0) %> =5,
L B ls., - 7 -5 .
e R AR e B =(-1,3,1,1) = =(1,2,1,1) = —(2,-1,0,0) = (0,0,0,0) 5 = (0,0,0,0) ,

L VicUs, Vo-Us, Uz-Us,
Ug — —3 U1 — =5 V2 — —3 U3 =
o |? |v2]2 |v3]2

— 1
=(0,3,-1,2) — ;(1, 2,1,1)— ?3(2, -1,0,0) = 3(1,8, —10,5) vezmeme ¥4 = (1,8,-10,,5)
Dostavame ortogonalni bazi

o =(1,2,1,1),0 = (2,-1,0,0), 04 = (1,8,-10,5) .
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2. Vzajemna poloha lineali

S
~

O vzdjemné poloze linedlt (=afinnich prostori) K = a+U = a+ (d1,...,ux) a L=b+V = b+ {(vy,...,
podavéa prehled nasledujici tabulkas:

\ Ullv ‘ Ugv

KNL=10 ‘ U, V rovnobézné ‘ U, V mimobézné

KNL#0D ‘UCVneboVCU ‘ U, V riznobézné

Na zakladé nasledujici soustavy rovnic
(@l,....a} | =of,...,—F | (b—a)")

pak rozhodneme
1. o rovnobé&znosti vektorovych podprostortt U a V', nebot

UlVv — dim(U + V) = max(dim U, dim V) |
kde dimenze prostoru zjistime podle hodnosti ¢asti matice soustavy
(al.ad | T | b-a)T )

hod =dimU hod =dimV

hod =dim(U+V)

2.oprinikku KNL=b+s1-th+--+s -0 (Fa+ty -t + -+t U ), kde hodnoty parametrti sq,...,s;
(nebo ti,...,tx) zjistime FeSenim stejné soustavy

(af,....a} | =of,...,—oF || (b—a)")

tl...tk S1 ... S

Priklad 2.1:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

[3,—1,2] + ((1,—-2.1))
[717 3; 1] + <(72a 07 1)>

K
L

a jejich prinik.

reseni:

V Uvodu Teseni ukazeme, jak uvedena metoda odpovida poznatkim ze stfedni skoly.

Hledame vzajemnou polohu polohu dvou piimek, jejichz vyjadfeni prepiSeme do parametrickych rovnic

K: = 3+t L: z=-1-2s
y=-—-1-—2¢t teR a y= 3 teR.

Ze stfedni skoly si pamatujeme, Ze mezi ptislusné rovnice (pro z-ové, y-ové, z-ové soufadnice) polozime znaménko
rovnosti a vypocitdme parametry s a t
3+ t=-1-2s
—-1-2t= 3
24+ t= 14 s

V rovnicich pfevedeme vyrazy s parametrem s na levou stranu a ¢isla bez parametri napravo

t+2s=-1-—3
—2t = 3+1
t— s= 1-—-2
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Takto vznikla matice odpovida matici (uvedené v ivodu této kapitoly), kterd pro linedly K = a+ (@) a L = b+(7)
vznikne, kdyZ do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektor prvniho linedlu (@)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odectenim b — a

Vzniklou matici pak fesime jako soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé t a s pfevodem na Gaussiiv (stupriovity)
tvar

1] 2 -1-3 1] 21 —4
(@ | =T | b—a))=[-2| 0| 3+1]=(-2| 0] 4|~
1] -1 1-2 1| -1 -1
t S
1| 2| -4 1 2 || —4
0| -3 3 0 0 0
~— =~
1 1
N————

2
Nejprve potfebujeme zjistit, v jakém vzdjemném vztahu jsou zaméreni lineali, neboli jsou-li prislusné vektorové
prostory U = (%) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostort U +V, U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU =1, dimV =1 a dim(U + V') = 2. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméreni U a V' lineald rovnobézna.
Pro zjisténi priniku nam sta¢i druhd nezndm4 s = —1. Prinik K N L pak obsahuje pravé jeden bod
b+s-v=[-1,3,1 - (-2,0,1) = [1,3,0].

Pro kontrolu mizeme dopocitat neznamou t = —2, prusecik vyjde stejné

a+t-i=[3,-1,2]—2-(1,-2,1)=[1,3,0].

Linedly K a L jsou tedy riznobézné (nebot KNL # 0 a U | V) a jejich prinik sestava z jednoho bodu [1, 3, 0].

Priklad 2.2:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K =[3,-1,2]+((1,-2.1))
L =[0,1,7] + {((—2,0,1))

a jejich prinik.
FeSeni:
Linedl K = a + (@) je popsan
bodem a = [3,-1,2] a vektorem @ = (1,-2,1),

linedl L = b+ (¥) pak
bodem b= [0,1,7] a vektorem ¥ = (—2,0,1).

Do jedné matice zapiseme po fadé do sloupci

- vektor prvniho linedlu (@)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opa¢nym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odectenim b — a

Vzniklou matici feSime opét jako soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé ¢ a s prevodem na Gaussiv (stupriovity)
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tvar
1 210-— 3 1 2 =3
@ | =" o-a))=|-2| 0f1-(=1)|=|-2] 0| 2]~
1| -1(7— 2 1] -1 5
t S
1 2 -3 1 2 -3
~ 0 44~ 0 1| -1
0] -3 8 0 0 5
~ =~
1 1
M_/

2

ZaméFeni linealt - vektorové prostory U = (&) a V' = (¥) nejsou rovnobézné, U }f V, nebot dimU = 1,dimV =1
a dim(U + V) = 2 a podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V') neplati.

Protoze soustava nemd Yeseni (zjistime podle t¥eti fadky matice 0-s = 1), je prinik linedld prazdny, K N L = (.
Linedly K a L jsou tedy mimobé&Zné (nebof KN L =0 a U }f V) a prinik je prdzdnd mnoZina.

Priklad 2.3:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K =[3,-1,2]+((1,-2.1),(-1,0,2))

a jejich prinik.
reseni:
Linedl K = a + (i, i2) je popsan

bodem a = [3, —1,2] a dvéma vektory @; = (1,-2,1) a 2 = (—1,0,2),

linedl L = b + (¥) pak
bodem b = [3,1, —1] a vektorem ¥ = (—3,4,0).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho linedlu (y, 4s)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

tl t2 S
1 -1 3 0 1 -1 3 0 1 -1 310
@ @l |- | o-a)f)={-2 o|-a| 2)~[0 2| 2| 2]~ [ 0 -1 | 1|1
1 2 01 —3 0 31-3| -3 0 0 0 ]l0

Y

———

2

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linedlt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (d1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostoria U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 2. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
plati, jsou zaméfeni U a V linedlt rovnobézna.
Soustava se skldda ze dvou rovnic a mame tii nezndmé ¢y, to a s, mizeme tedy jednu nezndmou (napiiklad s)
povazovat za parametr. Prinik K N L se pak rovna piimo linedlu L.

Pro kontrolu mtzeme dopocitat zbylé neznamé t; = —1 — 2s a t3 = s — 1, priisecik vyjde stejné

a+ty -l +to-i =[3,-1,2]+ (—1—2s)- (1,—=2,1) + (s — 1) - (=1,0,2) = [3,1,—1] + 5 - (=3,4,0).)
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Linedl L je tedy podprostorem linedlu K (nebot KNL=L#QaU]| V).

Priklad 2.4:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K :[Sa -1, 2] + <(1a 72'1)7 (*17 0, 2)>
a jejich prinik.

feseni:

Linedl K = a + (i1, U2) je popsan

bodem a = [3, —1,2] a dvéma vektory @; = (1,-2,1) a @2 = (—1,0,2),

linedl L = b + (¥) pak
bodem b = [0, 1, —2] a vektorem ¥ = (—3,4,0).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho linedlu (7, is)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne ode¢netnim bodu prislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

tl tQ S
1 -1 3| —3 1 -1 3 0 1 -1 3| -3
@ @ |- | b-a)T)={-2 o|-4a| 2|~[0 2| 2| -4~ [ 0 1 | -1 2
1 2 01 —4 0 31-3]| -1 0 0 01 =7

—_—— =~

2 1

——————

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni lineald. Neboli jsou-li prislusné vektorové prostory
U = (dy1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostori U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 2. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
je splnéna, jsou zaméreni U a V lineald rovnobézna.

Soustava nemd feSeni, prunik K N L je proto prazdny.

Linealy K a L jsou tedy rovnobézné (nebot K N L =0 a U || V) a prinik je prdzdnid mnozZina.

Priklad 2.5:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K =[3,-1,2] + ((1,-2.1),(~1,0,2))
L :[Oa ]-7 7] + <(7374a 1)7 (Oa 72; 3)>

a jejich prinik.

feseni:
Linedl K = a + (i1, U2) je popsan

bodem a = [3,—1,2] a dvéma vektory u; = (1,-2,1) a @2 = (-1,0,2),
linedl L = b+ (v) pak
bodem b =[0,1, 7] a dvéma vektory v; = (—3,4,1) a v = (0,—2,3).
Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho linedlu (7, 2)
- za ¢aru vektory druhého linedlu s opaénym znaménkem (—o7, —s)
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- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

1 -1 3 0f —3
@ @l |- - | o-aT)= -2 o|-4 2| 2|~
1 21 -1 -3 5

t1 tQ S1 S92
1 -1 3 0f —3 1 -1 3 o) —3
~ 10 =2 2 21| -4 ] ~ 0 1 -1 -1 2
0 3|—-4 -3 8 0 0 1 0l —2
2 2

Potfebujeme opét zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni lineali. Neboli jsou-li prislusné vektorové
prostory U = (i1,1s) a V = (U1, 7U2) rovnobé&zné. Dimenze prostorat U + V, U a V pozname podle hodnosti
¢asti matice soustavy, tedy dimU = 2, dimV = 2 a dim(U 4+ V) = 3. Protoze podminka dim(U + V) =
max(dim U, dim V') neplati, nejsou zaméfeni U a V' linedlt rovnobézn4.

Matici chapeme jako soustavu linedrnich rovnic pro neznamé tq, t2, s; a So. ProtoZe mame tfi rovnice a Ctyti
neznamé, volime za jednu (tfeba posledni) nezndmou parametr s. Pro zjisténi priiniku ndm staci tieti a ¢tvrta
nezndma s; = —2 a s = s. Prinik K N L pak obsahuje body

b+ 8101+ 82102 =1[0,1,7—2-(-3,4,1)+s-(0,-2,3) = [6,—7,5] +s-(0,—-2,3).
Pro kontrolu mizeme dopocitat zbylé neznamé ¢t; = 3 + s, to = s, prusecik vyjde stejné
a+ty -y +to-ty =1[6,—-7,5]+s-(0,-2,3).
Linedly K a L jsou tedy rtiznobézné (nebot K NL # § a U }f V) a prinik sestdvd z piimky K N L =

[6, 7,5+ (0,2, =3)).

Priklad 2.6:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K :[2, -3, —4, 1] + ((1, -1,2,0), (—1, 1,0, 1)>
L=[2,1,-1,1+ ((1,1,0,2))

a jejich prinik.

feSeni:

Linedl K = a + (i, i2) je popsan

bodem a = [2, -3, —4,1] a dvéma vektory @y = (1,-1,2,0) a iy = (—-1,1,0,1),

linedl L = b+ (¥) pak

bodem b= [2,1,—1,1] a vektorem v = (1,1,0,2).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, @2)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
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linedlu L, tedy b — a

1 —-1|-1¢|0 1 -1]-1}0
_ _ -1 1| -1(14 0 0] —-214
@ @ |- e-aT) =1 5 o olsl~lo 2| 2|3~
0 1|-2]o0 0 1|-2]o
tl tz S
1 —-1|-1 0 1 —-1|-1 0 1 -1 -1 |0
0 1|-2 0 0 1|-2 0 0 1 -2 10
0 2 2 3 0 0 6 3 0 0 2 |1
0 0 1 -2 0 0 1] -2 0 0 0|5
2 1
—

Potiebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linedld. Neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (uy,U2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostortt U + V, U a V poznadme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 3. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméreni U a V' lineald rovnobézna.

Soustava nemd feseni, prinik K N L je tedy prazdny.

Linedly K a L jsou tedy mimobéZné (nebof KN L =0 a U }f V) a prinik je prdzdnd mnoZina.

Priklad 2.7:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K =[1,0,-1,2]+((1,6,-1,1),(0,2,1,1))
L=[3,-1,0,4] + ((—1,1,-1,0))

a jejich prinik.
feseni:
Linedl K = a + (i, i2) je popsan

bodem a = [1,0, —1, 2] a dvéma vektory @; = (1,6,—1,1) a iz = (0,2,1,1),
linedl L = b + (¥) pak

bodem b = [3,—1,0,4] a vektorem ¢ = (—1,1,—1,0).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, @2)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

1 0 1 2 10 1 2
L 6 2| 1| -1 0 2|-7]-13
(@ gy |- e-a) = _1 1| 1| 1|~|o 1| 2 317
11 0 2 0 1|-1 0
tl tz S

10 1 2 1 0 1 2 10 1 2

0 1|-1 0 0 1|-1 0 01 |-110

01 2 3 0 0 3 3 0 0 1 1

0 2| -7]1 —13 0 0|51 —13 0 0 0| —8
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Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni lineal. Neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (dy1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostori U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 3. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézna.

Soustava nemd feSeni, prunik K N L je proto prazdny.

Linedly K a L jsou tedy mimobé&Zné (nebof K NL =0 a U }f V) a prinik je prdzdnd mnoZina.

Priklad 2.8:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K [5a37 *972]+<(1a172 1)7(2a17* ’ )>
L [7a2710a4]+ <(71a17 70)>
a jejich prinik.
FeSeni:
Linedl K = a + (i1, U2) je popsan

bodem a = [5,3, -9, 2] a dvéma vektory 47 = (1,1,2,1) a o = (2,1,-2,1),
linedl L = b+ (¥) pak

bodem b = [7,2,10, 4] a vektorem ¥ = (—1,1,—1,0).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, 42)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
linedlu L, tedy b — a

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1]-1| -1 0 —-1|-2] -3
T ST | T _NTY - -
(@ ag |- [ b-a)) =15 5| 1| 19 0 —6|-1] 15
1 1 0 2 0 —-1| -1 0
tl t2 S
1 2] 1 2 1 2 1 2
0 1| 2 3 0 1 2 3
0 011 33 0 0 1 3
0 0 1y 3 0 0 0 0
—— =~
2 1
~—_—— —

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (dy1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostori U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 3. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméreni U a V' linedld rovnobézna.

Pro zjisténi priniku nam staci druhd neznama s = 3. Prunik K N L pak obsahuje pravé jeden bod

b+s-v=17,2,10,4]+3-(-1,1,-1,0) = [4,5,7,4].
Pro kontrolu mtizeme dopocitat nezndmé ¢; = 5 a to = —3, prisecik vyjde stejné

a4ty iy +ty-ily=1[5,3-9,2+5-(1,1,2,1)—3-(2,1,-2,1) = [4,5,7,4].

Linedly K a L jsou tedy riznobéZné (nebot KNL # @ a U |f V) a jejich prinik sestava z jednoho bodu [4, 5,7, 4].

Priklad 2.9:
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Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K =[2,1,2, 1]+ ((1,3,-2,1),(2,2,0, —1))
L=[3,-1,3,2]+ ((1,7,—6,4))

a jejich prinik.
Feseni:
Linedl K = a + (i, i2) je popsan

bodem a = [2,1,2, —1] a dvéma vektory @y = (1,3,—-2,1) a @2 = (2,2,0,-1),

linedl L = b + (¥) pak
bodem b = [3, -1, 3, 2] a vektorem v = (1,7,—6,4).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, 42)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
linedlu L, tedy b — a

tltz S
1 2|-1] 1 1 2|-1] 1 1 2 | -1 1
L 3 2| -7 —2 0 —4|—4] -5 0 4 41 5

T =T | =T _ T\ — ~ ~

@ a |- [ e-a)=|_5 o] | 1 0 4| 4| 3 00 | o]-2
1 —-1|—-4}| 3 0 —-3|-3| 2 0 0 014 O

——

2 1

—

2

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (d,U2) a V = (¥) rovnobé&zné. Dimenze prostortt U + V, U a V poznadme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV = 1 a dim(U + V') = 2. Protoze je podminka dim(U + V') = max(dim U, dim V)
splnéna, jsou zaméfeni U a V' linedl rovnobézna.

Soustava nema feSeni, prinik K N L je proto prazdnd mnozina.

Linealy K a L jsou tedy rovnobézné (nebot K N L =0 a U || V) a priinik je prazdny.

Priklad 2.10:
Zjistéte vzajemnou polohu linealu

K :[2a 3,2, 2] + <(1a -2,1, *1)7 (3a 2,-1, 2)>

L :[Sa 1,-1, 1] + <(*67 4, -2, ]-)>
a jejich prinik.
feseni:
Linedl K = a + (i1, U2) je popsan

bodem a = [2,3, -2, 2] a dvéma vektory iy = (1,—-2,1,—1) a 42 = (3,2,—1,2),
linedl L = b+ (¥) pak
bodem b = [3,1,—1,1] a vektorem ¥ = (—6,4,—2,1).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, 42)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linealu K od bodu druhého
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linedlu L, tedy b — a

t1 to S
1 3 6 1 1 3 6|1 1 -1 2 1
i S —2 2| -4 —2 0 8 810 0 1 1 0

T T | _ 5T _ Ty _ ~ ~

@ a |-t o-aT) =17 7] 9| ] 0 —4|-4]0 0o 0|0 |o
-1 2|1 -1 —1 0 5 510 0 0 0 0

2 1

—

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zamétfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (d1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostoria U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 2. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
plati, jsou zaméteni U a V' lineald rovnobézné.

Protoze soustava se skladd pouze ze dvou rovnic a mame tfi nezndmé t1, to a s, mizeme jednu nezndmou
(napiiklad s) povazovat za parametr. Prinik K N L se pak rovnd pfimo linedlu L. Pro kontrolu muZeme
dopocitat zbylé nezndmé t; = 1 — 3s a ty = —s, prusecik vyjde stejné

a+ty - +ty-i =2,3,-2,2]4+ (1—3s)-(1,-2,1,-1) —s- (3,2, —1,2) = [3,1,-1,1] + 5 - (—6,4, —2,1).

Linedl L je tedy podprostorem linedlu K (nebot KNL =L #@ aU || V) a prinik je roven L.

Priklad 2.11:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K =[2,1,3,4]+((3,1,-1,2),(2,-2,1,-2))
L [3a273a2]+ <(372a1773)>

a jejich prinik.

reSeni:

Linedl K = a + (i1, i2) je popsan

bodem a = [2,1,3,4] a dvéma vektory @y = (3,1,—1,2) a i = (2,-2,1,-2),

linedl L = b+ (¥) pak
bodem b = [3,2,3, 2] a vektorem ¥ = (3,2,1,-3).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho linedlu (7, us)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za plnou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odeétenim bodu prislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

3 21 -3 1 -1 1| -1 0
. . 1 -2| -2 1 1 -2| -2 1
@ a |-t e-aT) =1 1 1| 1| ol~| 3 2|3 1|~
2 —2| 3| -2 2 —2| 3| -2
tl t2 S
1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0
0 —-1(-3 1 0 1 31 -1 0 1 3 -1
0 5] —6 1 0 0] —21 6 0 0 21 —6
0 0 1 —2 0 0 1 —2 0 0 0| —36
2 1
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Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (d1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostoria U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 3. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézné.

Soustava nema feSeni, prunik K N L je proto prazdny.

Linedly K a L jsou tedy mimobé&Zné (nebof KN L =0 a U }f V) a prinik je prdzdnd mnoZina.

Priklad 2.12:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K :[27 3,—1, 5] + <(27 -1,2, 2)7 (*37 -2,1, 71)>
L=[3,3,-4,—4]+ ((1,2,-1,2))
a jejich prinik.
feseni:
Linedl K = a + (i1, U2) je popsan
bodem a = [2,3,—1, 5] a dvéma vektory iy = (2,—1,2,2) a @z = (—3,-2,1,-1),
linedl L = b+ (¥) pak
bodem b = [3,3, —4, —4] a vektorem ¥ = (1,2, —1,2).
Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct
- vektory prvniho lineédlu (i1, U2)
- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
linedlu L, tedy b — a

2 —3|-1 1 1 2| 2] o 1 2| 2] o
1 —2| =21 o 2 3| -1 1 0 -7 -5 1
ST ST | ST || (h— N — -~ -~ -~
(@ @ |- [ C-aT) =] 5 1| 7| _3 2 1] 1| -3 0 —3|-3| -3
2 —1]—2| -9 2 —1]-2| -9 0 —5|—6| -9
tthS
1 22 o 1 2] 2| o 121 2 1o
0 11 1 0 1| 1 1 01 | 1 |1
0 7|5/ -1 0 0|—-21 -8 00 | 1 |4
0 5/6] 9 0 0| 1| 4 001 o0 |o
—— =~
2 1

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (d1,d2) a V = (¥) rovnobézné. Dimenze prostoria U + V, U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV =1 a dim(U + V') = 3. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézna.

Pro zjisténi priniku nam staci druhd neznama s = 4. Prunik K N L pak obsahuje pravé jeden bod

b+s-v=1[3,3,—-4,—4]+4-(1,2,-1,2) = [7,11,-8,4].
Pro kontrolu mizeme dopocitat neznamé t; = —2 a to = —3, prusecik vyjde stejné
a4ty -ty +te-tz=12,3,-1,5]—2-(2,-1,2,2) = 3-(-3,-2,1,-1) = [7,11, -8, 4] .

Linealy K a L jsou tedy rtiznobézné (nebot K N L # 0 a U |J V) a jejich prinik sestdva z jednoho bodu
7,11,-8,4].

Priklad 2.13:
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Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K :[17 0) 17 _1] + <(17 6) 17 1)) (07 2) 17 1)) (17 _17 1) 0)>

L=[3,-1,2,1]+ ((2,0,1,-3))
a jejich prinik.
reseni:
Linedl K = a + (i, tia, W3) je popsén

bodem a = [1,0,1, —1] a tfemi vektory @y = (1,6,1,1), @2 = (0,2,1,1) a @3 = (1,-1,1,0),
linedl L = b + (¥) pak
bodem b = [3,-1,2,1] a vektorem ¥ = (2,0,1, —-3).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupcti
- vektory prvniho linedlu (dy, ds, Us3)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opa¢nym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu ptislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

10 1]-2| 2 10 1]-2 2
6 2 —1| o -1 0 2 —7| 12| -13
=T ST 2T | ST T\ —

(@ @ a5 [ [ C-af) =17 7 | 1| (|~ 01 o0 1| -1
11 o] 3| 2 01 -1| 5 0
t1t2t38

10 1]|-2 9 10 1]|-2 2 101 | =2 2

01 0] 1| -1 01 of 1| =1 01 0 1l =1

0 2 —7] 12| -13 00 —7] 10| -11 00 7 | —10 || 11

01 1] 5 0 00 —1| 4 1 00 0 18 || 18

1

—_— =
3
4

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory

U = (i1, s, u3) a V = () rovnobé&zné. Dimenze prostori U + V, U a V poznédme podle hodnosti ¢asti matice

soustavy, tedy dimU = 3, dimV =1 a dim(U + V') = 4. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)

neplati, nejsou zaméreni U a V' lineald rovnobézna.

Pro zjisténi prianiku nam staci ¢tvrtd neznama s = 1. Pranik K N L obsahuje pravé jeden bod
b+s-07=[3-1,21+(2,0,1,-3)=[5,-1,3,-2].

Pro kontrolu mizeme dopocitat neznamé t; = 1, to = —2 a t3 = 3, prusecik vyjde stejné

a+ty -y 41ty =[1,0,1,-1] + (1,6,1,1) = 2-(0,2,1,1) + 3 (1,—1,1,0) = [5,-1,3,—2] .

Linedly K a L jsou tedy riznobé&Zné (nebot K N'L # @ a U [ V) a jejich prinik sestava z jednoho bodu
5,—1,3, —2].

Priklad 2.14:

Zjistéte vzajemnou polohu linealu
K :[2’ ]‘7 3’ O] J’» <(17 8’ 27 2)’ (27 5’ 27 1)’ (17 1’ 27 1)>
L=[2,1,-2,1]+ ((1,4,5,—1))

a jejich prinik.

reseni:

Linedl K = a + (i, tia, W3) je popsén

bodem a = [2,1,3,0] a tfemi vektory @y = (1,8,2,2), 42 = (2,5,2,1) adz = (1,1,2,1),

) ) )
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linedl L = b + (¥) pak
bodem b = [2,1, -2, 1] a vektorem ¢ = (1,4,5,—1).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho linedlu (i1, Uz, Us)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

1 2 1]-1] o 1 2 1]-1] o
o 8 5 1| -4 0 0 —11 —7| 41 o0
(@ @ a |- 0-a)f) = 2 2 2| -5(-5]"o —2 o|-3||-5|"
2 1 1] 1| 1 0 -3 —1| 3| 1
tl tz t3 S
1 2 1]-1] o 1 2 1| -1 0 1 2 1 ~1 0
0 2 0| 3| >5 02 0 3 5 02 0 3 5
0 11 7|—-4] o 0 0 14| —41| —55 0 0 14 | —41 || =55
0 3 1|-3]| -1 0 0 —2| 15| 17 00 0 64 64

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory

U = (i1, U2, Us) a V = (¥) rovnobé&zné. Dimenze prostord U + V', U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice

soustavy, tedy dimU = 3, dimV =1 a dim(U + V') = 4. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)

neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézné.

Pro zjisténi prianiku nam staci ¢tvrtd neznama s = 1. Pranik K N L pak obsahuje pravé jeden bod
b+s-v=1[2,1,-2,1]+ (1,4,5,-1) = [3,5,3,0].

Pro kontrolu mtizeme dopocitat nezndmé t; = 0, to = 1 a t3 = —1, prusecik vyjde stejné

a+ty- Uy +ty-Us+t3 -tz = [2,1,3,0]—}—(2,5,2,1)—(1,1,2,1): [3,5,3,0].

Linealy K a L jsou tedy riznobézné (nebot KNL # 0 a U |f'V) a jejich prinik sestavé z jednoho bodu [3, 5, 3, 0].

Priklad 2.15:
Zjistéte vzajemnou polohu linedld

K =[3,0,0,6] + ((3,-1,-1,2),(2,0,1,-3))
L=[1,-2,8-3]+((2,1,-2,3),(3,-1,2,2))
a jejich prinik.
feSeni:
Linedl K = a + (i, ti2) je popsan
bodem a = [3,0,0, 6] a dvéma vektory iy = (3,—1,-1,2) a @2 = (2,0,1,-3),
linedl L = b+ (’(71, UQ) pak

bodem b = [1,-2,8, —3] a dvéma vektory 01 = (2,1,—-2,3) a U2 = (3,-1,2,2).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupcti

- vektory prvniho lineédlu (i1, 42)

- za ¢aru vektory druhého linedlu s opaénym znaménkem (—o7, —s)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu lineadlu K od bodu druhého
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linedlu L, tedy b — a

3 2|-2 -3 -2 1 0] 1 —1] 2
L -1 0|-1 1|-2 -1 1| 2 -2 8
(@ ay | —of —a [ e-af) =13 1| 5 5| s|~| 3 2|-2 —3[-2|"
2 —3|-3 —2| -9 2 —3|-3 —2| -9
tl tQ S1 S92
1 0] 1 —1] 2 1 0] 1 —1] 2 10| 1 —1] 2
o a3 —=3j 10| o 1| 3 =3 10| | o1 |3 —3|10
0 2|-5 o0f -8 0 0|-11 6| —28 00 |11 —6| 28
0 —3|-5 0] -13 00| 4 —9| 17 00 | 0 —75/75
—— S—
2 2

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (i1, tz) a V = (U1, T2) rovnobézné. Dimenze prostori U + V', U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV = 2 a dim(U + V') = 4. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméreni U a V' lineald rovnobézna.

Pro zjisténi priniku potfebujeme tieti a ¢tvrtou nezndmou s; = 2 a so = —1. Prianik K N L pak sestava z bodu

b+s1 -1 +s2 -0 =1[1,-2,8-3]+2-(2,1,-2,3)—(3,-1,2,2) = [2,1,2,1].
Pro kontrolu mizeme dopocitat neznamé t; = —1 a to = 1, prusecik vyjde stejné
a+ty -l +ty- iy =[3,0,0,6] — (3,—1,—1,2) + (2,0,1,-3) = [2,1,2,1].
Linealy K a L jsou tedy riznobézné (nebot KNL # () a U |J V) a jejich prinik sestavé z jednoho bodu [2,1, 2, 1].
Priklad 2.16:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K :[L -2,3, 0] + <(3a 0,-1, 2)a (27 —3,0, ]-)>
L :[0, 4.0, —2] + ((1, —1,0, 2), (O7 1,-2, 1)>

a jejich prinik.
feseni:
Linedl K = a + (i1, U2) je popsan
bodem a = [1,-2,3,0] a dvéma vektory i, = (3,0,—1,2) a @y = (2,-3,0,1),
linedl L = b+ (’(71, UQ) pak

bodem b = [0, 4,0, —2] a dvéma vektory ¥ = (1,—1,0,2) a ¥ = (0,1,-2,1).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, 42)

- za ¢aru vektory druhého linedlu s opaénym znaménkem (—o7, —s)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
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linedlu L, tedy b — a

of 0 -2 3

(@ |~ " 6-ar) = ~l5s 2| 0|4

|
—_
()
o
[\]
|
w
S W N
[\]
|
—
(e
|
—

t1 to S1 82
1 0] 0 -2 3 1 0ol o0 —2] 3 10 0 -2/ 3
0 1|-2 3| -8 0 1|-2 3| -8 01 | —2 3| -8
“lo 2]-1 6] —10 00|/ 3 0 6]~ 0 0 1 ol 2
0 3| 1 -1 6 0 0|-5 8| —18 0 0 0 8| -8
2 2

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (i1, Uz) a V = (U1, T2) rovnobézné. Dimenze prostori U + V', U a V pozndme podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 2, dimV = 2 a dim(U + V') = 4. Protoze podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméreni U a V' linedld rovnobézna.

Pro zjisténi priniku potfebujeme tieti a ¢tvrtou nezndmou s; = 2 a s = —1. Pranik K N L pak obsahuje praveé
jeden bod

b+ sy Ty + 897 =[0,4,0,—2] +2- (1,—1,0,2) — (0,1, -2,1) = [2,1,2,1].
Pro kontrolu mizeme dopocitat neznamé t; = 1 a to = —1, prusecik vyjde stejné
a4ty iy +ta iy = [1,-2,3,0]+ (3,0,—1,2) — (2,-3,0,1) = [2,1,2,1].
Linealy K a L jsou tedy riznobézné (nebot KNL # () a U |J V) a jejich prinik sestavé z jednoho bodu [2,1, 2, 1].
Priklad 2.17:

Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K =[0,-1,—-4,-5]+((1,1,1,2),(-1,1,1,0), (2,4, 5,8))
L =[3,3,2,6]+ ((1,0,—3,-3),(—2,—2,1,4))

a jejich prinik.
reSeni:
Linedl K = a + (i, tia, W3) je popsan
bodem a = [0, —1, —4, —5] a tfemi vektory @y = (1,1,1,2), 42 = (-1,1,1,0) a 43 = (2,4,5,8),
linedl L = b+ (’(71, UQ) pak

bodem b = [3, 3,2, 6] a dvéma vektory o7 = (1,0,—3,—-3) a 02 = (—2,-2,1,4).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct

- vektory prvniho lineédlu (i1, @z, Us)

- za ¢aru vektory druhého linedlu s opaénym znaménkem (—o7, —s)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu lineadlu K od bodu druhého
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linedlu L, tedy b — a

1 -1 2]-1 2] 3 1 -1 2]-1 23
o 1 1 4| 0 2| 4 0 2 2| 1 o1
(@ @ @ |-of —g[Ce-a) =1 | 5| 3 1| 6|~lo 2 3| 2 —3|3]~
2 0 8| 3 —4|11 0 2 4| 5 -85
t1 to t3 S1 8o
1 -1 2]-1 23 1 -1 2 | -1 2|3
0 22| 1 o1 0 2 2 1 of1
0 0 1| 3 —3|2 0 0 1 3 3|2
0 0 2| 4 -84 0 0 0 1 1o
—_———— N—\
3 2

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (i1, U, Us) a V = (U, Ua) rovnobézné. Dimenze prostort U+ V', U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 3, dimV = 2 a dim(U + V') = 4. ProtoZe podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézné.

Soustava sestava ze Gtyf rovnic o péti nezndmych, proto za jednu nezndmou (napiiklad s;) zvolime parametr
s. Pro zjisténi priniku potfebujeme ¢tvrtou a patou nezndmou s; = s a so = —s. Prinik K N L je pak tvoren
body

b+s1 U1+ 8212 =1[3,3,2,6]+s-(1,0,-3,-3)—s-(—2,—-2,1,4) = [3,3,2,6] +s- (3,2, —4, 7).
Pro kontrolu si opét miizeme dopocitat nezndmé ¢; = 7% + %s, ty = f% + 1—215 a tg = 2 — 6s, prusecik vyjde
stejné

a+ty Uy +to-Us+1t3 -tz =
0,1, —4,—5]+ (=2 + 4s) - (1,1,1,2) + (=3 + LLs) - (—=1,1,1,0) + (2 — 6s) - (2,4,5,8) = [3,3,2,6] + s - (3,2, —4, 7).

Linealy K a L jsou tedy rtiznobézné (nebot K N L # () a U || V) a jejich prinik sestdvd z linedlu K N L =
[37 3; 27 6] + <(37 2; 74; 77)>

Priklad 2.18:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K :[2a ]-7 727 73] + <(17 1; 71; 2)7 (2a 37 7]-7 5)) (07 0; 27 2)>
L =[3,3,0,2] + ((0,-1,-2,-3),(—1,1,4,3))
a jejich prinik.
FeSeni:
Linedl K = a + (i1, U2, U3) je popsan
bodem a = [2,1, -2, —3] a tfemi vektory 4 = (1,1,—-1,2), @2 = (2,3,—1,5) a 45 = (0,0,2,2),
linedl L = b+ (¥, U) pak

bodem b = [3, 3,0, 2] a dvéma vektory o7 = (0,—1,—-2,-3) a U2 = (—1,1,4,3).

Do jedné matice zapiseme po fadé do sloupci

- vektory prvniho linedlu (i1, @z, Us)

- za ¢aru vektor druhého linedlu s opa¢nym znaménkem (—v7, —¥s)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linealu K od bodu druhého
linedlu L, tedy b — a
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1 2 0|0 11 1 2 0/l0 11
1 3 0|1 12 01 0/1 —21
T =T =T | _=T _ =T T\ _
(@ oy ag | ol o | 0-a)T)=| 1 7 oly _4ll2|~|o 1 22 33|~
2 5 23 —3|5 01 2|3 —5|3
t1t2t35182
1 2 0(0 11 1 2 0 |0 11
ot ofr 21| 010 |1 —2|1
00 2/1 —12 00 2 |1 —1]2
00 2/2 —3|2 000 |1 =20

2

—_————  ——
3
4

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméfeni linealt, neboli jsou-li piislusné vektorové prostory
U = (i1, Uz, U3) a V = (U1, Ta) rovnobézné. Dimenze prostort U+V, U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 3, dimV = 2 a dim(U + V') = 4. ProtoZe podminka dim(U + V) = max(dim U, dim V)
neplati, nejsou zaméieni U a V lineald rovnobézné.

Soustava sestava ze ¢tyf rovnic o péti nezndmych, proto za jednu nezndmou (napiiklad ss) zvolime parametr
s. Pro zjisténi priniku potifebujeme ¢tvrtou a patou neznamou s; = 2s a so = s. Pranik K N L je pak tvoren
body

b+ s+ T + 8272 =[3,3,0,2] +25-(0,—1,-2,—3) + s (—=1,1,4,3) = [3,3,0,2] + s - (—1,—1,0,—3).

Pro kontrolu mizeme dopocitat nezndmé t; = -1 —s,ta =1at3=1— %s, prusecik vyjde stejné

a+t1~ﬂ’1+t2~ﬁ2+t3~ﬁ'3:
=[2,1,-2,-3] — (1 +5)-(1,1,—1,2) + (2,3, —1,5) + (1 — 15) - (0,0,2,2) = [3,3,0,2] + 5 - (—1,—1,0,-3).

Linealy K a L jsou tedy rtiznobézné (nebot K N L # () a U || V) a jejich prinik sestdvd z linedlu K N L =
3,3,0,2] + ((1,1,0,3)).

Priklad 2.19:
Zjistéte vzajemnou polohu lineala

K =[2,3,1,-5]+((1,-1,2,3),(2,1,1,1),(2,0,1, 3))
L :[47 0; 71; 3] =+ <(]-7 0; 27 1); (37 727 3; 8)>

a jejich prinik.
feseni:

Linedl K = a + (i1, U2, U3) je popsan

bodem a = [2,3,1, —5] a dvéma vektory u; = (1,-1,2,3), 42 =(2,1,1,1) a 43 = (2,0, 1, 3),

linedl L = b+ (’(71, UQ) pak
bodem b = [4,0,—1, 3] a dvéma vektory v7 = (1,0,2,1) a o = (3,-2,3,8).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupci

- vektory prvniho linedlu (i1, @z, Us)

- za ¢aru vektory druhého linedlu s opaénym znaménkem (—v, —0s)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linedlu K od bodu druhého
linedlu L, tedy b — a
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12 2]-1 -3 2
o -1 10| 0 2|-3
(@i a3 a3 |-of -0 || (b—a))= 2 1 1]|-2 -3 -—21|"
31 3|-1 -8/ 8
t1 to t3 S1 82
1 2 2 -1 -3 2 1 2 21 -1 -3 2 1 2 2 -1 -3 2
N 0 3 21-1 -1 -1 N 0 3 21 -1 —-1] -1 N 0 3 2 -1 -1} -1
0 -3 -3 0 3| —6 0 0 —-1|-1 2| =7 0 0 1 1 -2 7
0 -5 -3 2 1 2 0 0 1 1 -2 1 0 0 O 0 0l —6
—_————  —\—
3 2

3

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni lineald. Neboli jsou-li prislusné vektorové prostory
U = (i1, U, Us) a V = (U, Ua) rovnobézné. Dimenze prostort U+ V', U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 3, dimV = 2 a dim(U + V') = 3. Protoze je podminka dim(U + V') = max(dim U, dim V)
splnéna, jsou zaméfeni U a V rovnobézna.

Soustava nema feSeni, prunik K N L je proto prazdny.

Linealy K a L jsou tedy rovnobézné (nebot K N L =0 a U || V) a jejich prinik je prazdnd mnozina.

Priklad 2.20:
Zjistéte vzajemnou polohu linealu

K :[27 —2,3, ]-] + <(17 2,0, *3)7 (3a 1,1, 71); (27 1,0, 2)>

L :[77 —2,5, 2] + <(47 3,1, *4)7 (1a -3,1, 5)>
a jejich prinik.
reseni:
Linedl K = a + (i, tia, W3) je popsén

bodem a = [2,-2,3,1] a tfemi vektory 4; = (1,2,0,-3), 42 = (3,1,1,—-1) a 43 = (2,1,0,2),
linedl L = b+ (¥, Ua) pak
bodem b = [7,—2,5,2] a dvéma vektory v = (4,3,1,—4) a ¥h = (1,-3,1,5).

Do jedné matice zapiSeme po fadé do sloupct
- vektory prvniho linedlu (i1, @s, Us)
- za ¢aru vektor druhého linedlu s opaénym znaménkem (—7;, —02)

- za dvojitou ¢aru pak vektor, ktery vznikne odec¢tenim bodu pfislusného prvnimu linealu K od bodu druhého
lineadlu L, tedy b — a

1 3 2| -4 —1]5 1 3 2]-4 -1 5
o 2 1 1/-3 3o 0 -5 —3| 5 51 —10
(@ @ | -of - | 0-a)T)= 0 1 0l-1 —1/21 1o 1 o|-1 -1 2
3 —1 2| 4 5|1 0 8 8|-8 -8 16
t1t2t3 S1 S2

1 3 2]-4 -1 5 1 3 2|-4 15 13 2 | -4 1|5

01 0/-1 -1 2 01 0[-1 —12 01 0 | -1 —1]2

05 3|-5 —5|10 003/ 0 oo 00 1 0 0/0

01 1|-1 -1 2 00 1] 0 o0lo0 00 0 0 ojo

w{




2. Vzdjemnd poloha linedli 23

Potfebujeme zjistit, v jakém vzajemném vztahu jsou zaméteni linealt, neboli jsou-li pfislusné vektorové prostory
U = (i1, U, U3) a V = (U, Ua) rovnobézné. Dimenze prostort U+ V', U a V pozname podle hodnosti ¢asti matice
soustavy, tedy dimU = 3, dimV = 2 a dim(U 4+ V') = 3. Protoze je podminka dim(U 4+ V') = max(dim U, dim V)
splnéna, jsou zaméfeni U a V' linealt rovnobézna.

Soustava sestédva ze t¥i rovnic o péti nezndmych, proto dvé nezndmé (napiiklad s, s3) budeme povazovat za
parametry. Pranik K N L je pak tvoren linedlem L. Pro kontrolu miZzeme dopocitat neznamé t; = —1+s; — 259,
to =2+ s1 + s2 a tg = 0, prisecik vyjde stejné

a-+t1- Uy +ty- U+t 1z =
=12,-2,3,1]4+(—1481—2s2)-(1,2,0, —3)+(2+s1+s2)-(3,1,1, —1) = [7, —2,5,2]+s1-(4, 3,1, —4)+s2-(1,—3,1,5) .

Linedl L je tedy podmnozinou K (nebot KNL=L#QaU| V).
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3. Pricky mimobézZek

Priklad 3.1:
Zjistéte pricku dvou mimobézek p = A + (4) = [1,-2,5] + ((—3,2,—-1)) a ¢ = B+ (¥) = [0,1,3] + ((1,1,1)),
ktera je rovnobé&znd s vektorem o = (2, —1,1). Zjistéte také priseéiky pficky s mimobé&zkami.
feseni:
Smér hledané pricky (ozna¢me ji r) je dany vektorem , zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme
jako prusecik roviny p urcéené primkou ¢ a smérem w, tedy
p=A+(u,a) =[1,-2,5]+((-3,2,-1),(2,-1,1))
a primky

Pfi hledani primiku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

-3 21 —-11 -1 1 -1 1 2 1 -1 1 2
2 -1|-1}) 3] ~|0 1|-3||-1]~10 1|-3}|-1],
-1 1]-1} -2 0 1|1 -2 -5 0 0 11| —4
t1 tQ S
z posledni fadky dostdvame parametr s = —4, a tedy bod D =[0,1,3] —4- (1,1,1) = [—4, -3, —1]. ZapiSeme
hledanou pficku r = D + (W) = [—4, -3, —1] + ((2, -1, 1)).
Poznamenejme, ze souradnice bodu D miZeme zjistit také pomoci parametra t; = —7 a to = —13 dopoci-

tanych ze soustavy. Potom D = [1,-2,5] - 7-(-3,2,-1) — 13- (2,-1,1) = [-4, -3, —1].
Bod D je prisecik pticky r» a mimobézky . Priisecik pricky r a mimobézky p oznacime E a vzpocitame ho
(opét jako v kapitole 2) pomoci soustavy

3| -2 -5 11 6 1|1 6 10| -7
@ | - | (D-E)T) = 2| 1| -1|~[2{1]-1]~[0]113)]~ [0]1] 13
“1|-1| -6 3l2] 5 ololl o olof o

t s

a dostaneme F = D + s -4 = [—4,—-3,-1] + 13- (2,—-1,1) = [22,—-16,12] nebo E = A+t -u =[1,-2,5] - T7-
(—3,2,—1) = [22,-16,12] .

Priklad 3.2:

Zjistéte pricku dvou mimobézek p = A+ (4) = [1,—-2,5] + ((—3,2,—-1)) a ¢ = B+ (¥) = [0,1,3] + ((1,1,1)),
ktera prochdzi bodem C = [—13,7,0]. Zjistéte také pruseciky pficky s mimobézkami.

FeSeni:

Znédme jeden bod C' hledané pticky (oznaéme ji r), potfebovali bychom zjistit jesté jeden (ozna¢me ho D).
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Vime, Ze hledand pficka bude lezet v roviné uréené piimkou p = A + (@) a bodem C, neboli v roviné p uréené
bodem A a vektory @ a C — A = (—14,9,-5). Bod D, ve kterém bude hledand pti¢ka r protinat pfimku
q tedy najdeme jako prusec¢ik roviny p = A+ (@,C — A) = [1,—-2,5] + ((—3,2,-1),(—14,9,-5)) a pfimky
q= B+ (¥) =[0,1,3] + ((1,1,1)). Pfi hledani jejich priniku budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

-3 14| -1 -1 1 5|12 1 5|1} 2
2 9fl-1| 3]~l0 1|3|1]~]0 1|3 1],
-1 —5|-1| -2 0 1|2]5 0 0|1 —4
tthS

z posledni fadky dostdvame parametr s = —4, atedy D = [0,1,3]—4-(1,1,1) = [-4, —3, —1]. ZapiSeme hledanou
piicku r = D + (C — D) = [-4,—3,—1] + ((—9,10,1)).

Poznamenejme, ze soufadnice bodu D mizeme zjistit také pomoci parametrii ¢t; = —59 a to = 13 dopocita-
nych ze soustavy. Potom D = [1,—-2,5] — 59 - (-3,2,—1) + 13- (—14,9,-5) = [—4, -3, —1].

Bod D je prisecik pticky r» a mimobézky . Priisecik pricky r a mimobézky p oznacime E a vzpocitame ho
(opét jako v kapitole 2) pomoci soustavy

-3 9| -5 1| 1] 6 12| 0] 59
(@ | -(Cc-D)T||(D-AT)=| 2|-10|| -1~ ([0]12]13] ~ 01213
~1| -1 -6 0] 0f O 0| 0] 0
t s
a dostaneme E = D +s-(C — D) = [-4,-3,—1] + 1 .(9,-10,-1) = [-2 4L Linebo E = A+t i =
[1,-2,5]+ 2. (=3,2,-1)=[-22 4T L]

Priklad 3.3:

Zjistéte pricku dvou mimobézek p = A+ (@) = [1,—2,5]+((—3,2,—1)) a ¢ = B+ (V) =[0,1, 3] + (1, 1,1), ktera
prochézi bodem C = [-2,—4,0].

FeSeni:

Zname jeden bod C' hledané pficky (oznac¢me ji r), potfebovali bychom zjistit jesté jeden (ozna¢me ho D).
Vime, ze hledand pficka bude leZet v roviné urc¢ené pfimkou p = A + (@) a bodem C, neboli v roviné p urcené
bodem A a vektory @ a C' — A = (—3,—2,—5). Bod D, ve kterém bude hledané pficka r protinat p¥imku
g tedy najdeme jako prisecik roviny p = A + (4@,C — A) = [1,-2,5] + ((—3,2,-1),(-3,—2,—5)) a piimky
q= B+ (¥) =[0,1,3] + ((1,1,1)). Pfi hledani jejich priniku budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

-3 =3|-1]| -1 1 ) 1 2 1 5|1 2

2 -2|-1 31 ~10 12 2 51~ (0 122 5] ,
-1 —5|-1]| -2 0 —12| -3 -1 0 01| -4

tl tz S

z posledni Fadky dostdvame parametr s = —4, a tedy D = [0, 1,3]—4-(1,1,1) = [-4, —3, —1]. ZapiSeme hledanou
pficku r = D+ (C — D) = [-4,-3,-1] + ((2,—1,1)).

Poznamenejme, ze soufadnice bodu D mtizeme zjistit také pomoci parametrii t; = % ate = % dopocitanych
ze soustavy. Potom D = [1,—-2,5] + % (=3,2,-1) + % - (=3,-2,-5) =[—4,-3,-1].
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Bod D je priisecik pficky » a mimobézky . Priisecik pricky r a mimobézky p oznacime F a vzpocitame ho
(opét jako v kapitole 2) pomoci soustavy

3] =21 -5 110 =7
@' | —(C=D)T || (D-AT) = 21 1 =1~ 0|11 13
( ) ( )
—1]-11] -6 0]0 0
t s

a dostaneme E =D +s-(C—D)=A+t-u=[22,-16,12].

Priklad 3.4:

Zjistéte nejkratsi pricku dvou mimobézek p = A+ (@) = [4,2,2]+((2,3,2)) a ¢ = B+ (V) = [-2,1,7]+((1,0,2)).
Dale zjistéte vzdalenost mimobézek p a gq.

feseni:

Nejkratsi pficka (oznacme ji ) je kolmé na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i ¥.
Vektor kolmy na oba zjistime jednoduse, naptiklad vektorovym soucinem

=1 xT=(2,3,2) x (1,0,2) = (6,—2,—3).

Tim méme dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako prusecik
roviny p urené pfimkou p a smérem ), tedy

p=A+ <ﬂ:7 1E> - [47 2, 2] + <(2a 3, 2)a (67 -2, *3)> - [4a 2, 2] + (27 3, 2) “li+ (67 -2, *3) “ta

a primky
g=B+ (¥) =1-2,1,71+{(1,0,2)) = [-2,1,7] + (1,0,2) - s

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

2 6| —1| —6 2 =3|-2 5 2 =3 -2 5
3 =2 Ol -1 ~1{0 5 6| 17 ~ |0 ) 6| —171] ,
2 3| -2 5 0 9 1] —11 0 0] 49 || —98

t1 tg S

z posledni fadky dostdvame parametr s = —2, a tedy D = [—2,1,7] —2-(1,0,2) = [—4, 1, 3]. ZapiSeme hledanou
pticku r = D + (@) = [—4,1, 3] + ((6, —2, —3)).

Vzdélenost mimobézek p a ¢ zjistujeme na pficce r kolmé na obé dvé. Prisecik D = [—4,1, 3] pficky r a
mimobézky ¢ zndme, potiebujeme najit jesté prusecik (oznac¢me ho C) pticky r = [-4,1,3] +(6,—2,-3) -t a
mimobézky p = [4,2,2] + (2, 3,2) - s opét jako v kapitole 2

6| —2 8 6|—2 8
23| 1|~[o0] 1| -1},
=3 -2 -1 0 0 0
t s
z predposledni fadky dostdvdme parametr s = —1, a tedy C = [4,2,2] — (2,3,2) = [2,—1,0]. Vzdélenost

mimobézek p a ¢ je rovna vzdalenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C, D) = \/(zc —2p)2 + (yo —yp)2 + (2¢ —2p)2 = /(2 +4)2 + (-1 —1)2 +(-3)2 =49 =17 .

Priklad 3.5:

Zjistéte nejkratsi pricku dvou mimobézek p = A + (@) = [5,15,—4] + ((3,2,2)) a ¢ = B + (¢) = [-2,5,—3] +
((6,3,2)). Dale zjistéte vzdalenost mimobézek p a q.

feseni:

Nejkratsi pficka (oznacme ji ) je kolmé na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i @.
Vektor kolmy na oba zjistime jednoduse, napiiklad vektorovym soucinem

w=ux7=(3,2,2) x (6,3,2) = (—2,6,-3).
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Tim méme dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako prisecik
roviny p urené pfimkou p a smérem w, tedy

p= A+ <ﬂ:7 U_;> = [57 15, 74] + <(3a 2, 2)a (72, 6, *3)> = [5a 15, *4] + (37 2, 2) “t+ (72, 6, *3) “t2

a primky
g=B+ (7 =[-2,5 -3+ ((6,3,2)) = [-2,5,-3] + (6,3,2) - s

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

3 —2| -6 -7 2 3| -2 1 2 3| -2 1

2 6| -3 —-10] ~ |0 9] -1 -11]1~10 9| -1 -11] ,
2 -3|-2 1 0 5| —6 || —17 0 01| 49 98

tl t2 S

z posledni fadky dostavame parametr s = 2, a tedy D = [-2,5,—3]+2-(6, 3,2) = [10, 11, 1]. ZapiSeme hledanou
pticku r = D + (&) = [10,11,1] + ((—2,6, —3)).

Vzdélenost mimobézek p a ¢ zjistujeme na p¥icce r kolmé na obé dvé. Prisecik D = [10,11,1] pficky r a
mimobézky ¢ zndme, potfebujeme najit jesté prusecik (oznac¢me ho C) pricky r = [10,11,1] 4+ (—2,6,-3) -t a
mimobé&zky p = [5,15, —4] + (3,2,2) - s opét jako v kapitole 2

-2 -=-3|| -5 21315

6| —2 4| ~10|1]1],
=3 |-2| -5 01010

t s

z predposledni Ffadky dostdvame parametr s = 1, a tedy C = [5,15,—4] + (3,2,2) = [8,17, —2]. Vzdélenost
mimobézek p a g je rovna vzdélenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C,D) = /(xc —zp)2 + (yc —yp)? + (zc —2p)2 =/ (10 —8)2 + (11 —17)2+ (1 +2)2 =49 =T7.

Priklad 3.6:

Zjistéte nejkratsi pficku dvou mimobézek p = A + () = [-1,7,—4] + ((1,-2,1)) a ¢ = B + (¢) = [1,6,6] +
((3,1,1)). Dale zjistéte vzdalenost mimobézek p a q.

FeSeni:

Nejkratsi pficka (oznafme ji r) je kolma na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i .
Vektor kolmy na oba zjistime jednoduse, napfiklad vektorovym soucinem

W=adx7=(1,-21)x(3,1,1) = (-3,2,7).

Tim méme dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako prisecik
roviny p urc¢ené piimkou p a smérem w, tedy

p=A+(u,w)=[-1,7,—4] + ((1,-2,1),(-3,2,7)) = [-1,7,—4] + (1, =2,1) - t1 + (=3,2,7) - {2

a primky
q:B+<U>: [1a676]+<(371a1)>: [1a676]+(371a1)'8

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

1 -3|-3 2 1 3| -3 2 1 -3| -3 2
2 o2|-1f-1)~0o —a|-7|3]~(0 4| 7| -3]|,
1 71 -1 10 0 10 21 8 0 0 1] —1
tl tg S
z posledni fadky dostdvdme parametr s = —1, a tedy D = [1,6,6] — (3,1,1) = [-2,5,5]. ZapiSeme hledanou

pficku 7 = D + (@) = [2,5,5] + ((—3,2,7)).
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Vzdélenost mimobézek p a ¢ zjistujeme na pficce r kolmé na obé dvé. Priseéik D = [—2,5,5] pficky r a
mimobézky ¢ zndme, potfebujeme najit jesté prisecik (ozna¢me ho C) piicky r = [-2,5,5] + (=3,2,7) -t a
mimobézky p = [-1,7,—4] + (1,—2,1) - s opét jako v kapitole 2

-3 -1 1 111
2 2 21 ~(0(1] 2],
71 —-11 -9 0[O0} 0
t s

z predposledni faddky dostdvame parametr s = 2, a tedy C = [-1,7,—4] +2-(1,-2,1) = [1, 3, —2]. Vzdélenost
mimobézek p a g je rovna vzdalenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C, D) = \/(zc —zp)2 + (o —yp)2 + (2¢ —2p)2 = /(1 +2)2+ (3—5)2+ (-2 —5)2 = V62 = 7,874 .

Priklad 3.7:

Zjistéte nejkratsi pricku dvou mimobézek p = A + (@) = [1,-3,1] 4+ ((1,2,0)) a ¢ = B + (V) = [-2,4,—4] +
((1,0,—3)). Déle zjistéte vzdalenost mimobézek p a q.

feseni:

Nejkratsi pficka (oznacme ji ) je kolmé na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i ¥.
Vektor kolmy na oba zjistime opét vektorovym soucinem

@ =1dx7=(1,2,0)x (1,0,—3) = (—6,3,—2).

Tim méme dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako prisecik
roviny p urené pfimkou p a smérem w, tedy

p=A+ (i, w) =[1,-3,1]+ ((1,2,0), (6,3, -2)) = [1,=3,1] + (1,2,0) - t1 + (—6,3,—2) - t2

a primky
g= B+ (¥) =]-2,4,—4] + ((1,0,-3)) = [-2,4,—4] + (1,0,-3) - s .

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

1 —6|-11 -3 1 —6|1] O 1 -6 1 0

2 3] 0Of 7] ~(0 15|2| 13|~ {0 15| 2| 13] ,

0 —2| 3| -5 0 —2|3]| -5 0 049 | —49

tl tz S
z posledni Fadky dostdvame parametr s = —1, a tedy D = [-2,4,—4] — (1,0,—-3) = [-3,4, —1]. ZapiSeme
hledanou pticku r = D + (W) = [-3,4, —1] + ((—6, 3, —2)).

Vzdalenost mimobéZzek p a ¢ zjisfujeme na pticéce r kolmé na obé dvé. Priseéik D = [—3,4, —1] pficky r a

mimobézky ¢ zndme, potfebujeme najit jesté prisecéik (oznac¢me ho C) pficky r = [-3,4, —1]+ (—6,3,—-2) -t a

mimobézky p = [1,-3,1] + (1,2,0) - s opét jako v kapitole 2

—6 | —1 4 110 —1

31 -2 -7 ~10]1 2],
-2 0 2 010 0

t S

z predposledni fadky dostdvame parametr s = 2, a tedy C = [1,-3,1] + 2 (1,2,0) = [3,1,1]. Vzdélenost
mimobézek p a g je rovna vzdalenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C, D) = \/(zc —zp)? + (yo —yp)? + (2¢ — 2p)? = V62 +324+22=1/49=7.

Priklad 3.8:

Zjistéte nejkratsi pficku dvou mimobézek p = A + (d) = [2,1,5] + ((0,1,1)) a ¢ = B+ (¥) = [-3,-3,—-1] +
((2,2,1)). Dale zjistéte vzdalenost mimobézek p a q.

FeSeni:

Nejkratsi pficka (oznafme ji r) je kolma na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i .
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Vektor kolmy na oba zjistime vektorovym soucinem
W=uxv= (Ovlal) X (272a1) = (71,2772)'

Tim méame dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako priisecik
roviny p urené pfimkou p a smérem ), tedy

p=A+ <ﬁ,lﬁ> = [27 1a5] + <(0a 1, 1); (71,27*2» - [2a 175] + (07 1, ]-) “ti+ (71,27*2) “ta

a primky
g=B+({¥) =1]-3,-3,-1]4+((2,2,1)) = [-3,-3,-1] + (2,2,1) - s

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

0 —-1|-2] -5 1 2| -2 4 1 2(-2|14

1 2| 2| -4 ~10 -1|-2-5]~10 1 2105],
1 —-2|—-1]| -6 0 4| -1 2 0 0 12

t1 tg S

z posledni fadky dostdvame parametr s = 2, a tedy D = [-3, -3, —1]+2-(2,2,1) = [1, 1, 1]. ZapiSeme hledanou
pticku r = D + (W) = [1,1,1] + ((—1, 2, -2)).

Vzdalenost mimobézek p a ¢ zjisfujeme na pficce r kolmé na obé dvé. Priseéik D = [1,1,1] pficky r a
mimobézky ¢ zndme, potiebujeme najit jesté prusecik (oznaéme ho C) mimobézky p = [2,1,5] + (0,1,1) -t a
pricky r =[1,1,1] + (—1,2,—2) - s opét jako v kapitole 2

0 1 —1 1|-2 0

1] -2 0] ~1{0 1] -1],
1 2| —4 0 0 0

t s

z pfedposledni fadky dostdvdme parametr s = —1, a tedy C' = [1,1,1] — (—1,2,—2) = [2, -1, 3]. Vzdélenost
mimobézek p a g je rovna vzdélenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C,D) = \/(xcf:cD)QJr(ycfyD)er(chzD)Q: \/12+22+22:\/§:3.

Priklad 3.9:

Zjistéte nejkratsi pricku dvou mimobézek p = A+ (@) = [3,3,—2]+((0,1,0)) a ¢ = B+ (¥) = [2,1,5]+((3,0,4)).
Dale zjistéte vzdalenost mimobézek p a q.

feseni:

Nejkratsi pficka (oznacme ji ) je kolmé na obé mimobézky. Jeji smér bude tedy kolmy na oba vektory @ i @.
Vektor kolmy na oba zjistime vektorovym soucinem

@ =1 x7=(0,1,0) x (3,0,4) = (4,0, —3).

Tim méme dan smér hledané pricky, zbyva tedy zjistit jeden jeji bod. Tento bod najdeme opét jako prusecik
roviny p urc¢ené pfimkou p a smérem w, tedy

p=A+ (i, ) =[3,3,—2] + ((0,1,0), (4,0, —3)) = [3,3,~2] + (0,1,0) - t1 + (4,0, -3) - t5

a primky
q=B+ <U> = [2a175]+<(370a4)> = [2a175]+(370a4)'8

Pfi hledani priniku (ozna¢me bod v ném lezici D) budeme postupovat stejné jako v kapitole 2

0 4|-3]| -1 1 0] ol -2
1 0| of-2)~{0 4|-3]-1],
0 —3|-4| 7 0 0| 1| -1

tl tg S

z posledni fadky dostdvdme parametr s = —1, a tedy D = [2,1,5] —1-(3,0,4) = [-1, 1, 1]. ZapiSeme hledanou
pticku r = D + (@) = [-1,1,1] + ((4,0, —3)).
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Vzdélenost mimobézek p a ¢ zjistujeme na pficce r kolmé na obé dvé. Priseéik D = [—1,1,1] pficky r a
mimobézky ¢ zndme, potfebujeme najit jesté priseéik (oznaéme ho C) mimobézky p = [3,3,—2]+ (0,1,0) -t a
pricky r = [—1,1,1] + (4,0, —3) - s opét jako v kapitole 2

0| —4] —4 110} —2
1| ol -2|~lol1]| 1],
0 3 3 010 0
t s
z predposledni fadky dostavame parametr s = 1, a tedy C = [-1,1,1] — (4,0,—-3) = [3,1, —2]. Vzdélenost

mimobézek p a g je rovna vzdélenosti bodu C' a D, coz vypocitame podle vzorce

dist(C,D) = \/(xc —2p)?+ (ye —yp)2 + (2¢ — 2p)% = V42 + 32 = /25 =5 .
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4. Vzdalenost bodu od nadroviny
Pro vypocet vzdalenosti bodu A = [a1, as, as, a4] od nadroviny p popsané obecnou rovnici
Vi X1+ vy-xotv3-x3turs-xs+d=0

vyuzijeme vzorec
|1 a1 +ve-as+vs-az+va- a4—|—d|

Vi vs v+

d(A,p) =

Priklad 4.1:

Zjistéte vzdalenost bodu A = [2,1,3,1] od nadroviny p = [-2,3,10,1]+((2,1,0,1), (2,4, 3,—2), (0,3, —1, —5)).
feseni:

Nadrovinu médme zadanou pomoci bodu B = [-2,3,10,1] a ti{ vektort @ = (2,1,0,1), 7 = (2,4,3,-2) a
w = (0,3,—1,-5), tedy v podstaté parametricky. Zbyvéa pfevést toto vyjadfeni na obecnou rovnici. Nejprve
najdeme vektor 7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory u, ' a @, (tento vektor 7 uréuje tzv. ortogonalni
doplnék pnadroviny p - viz kapitola 1). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nésledujici matici

2 1 0 1]0 21 0 1]0 2 1.0 110
2 4 3 —2|0|~f0 1 1 —-1]0|l~|0 11 —1]0 pt = ((5,—6,2,—4)) .
03 -1 -5/0 03 -1 -5/0 002 1[0

Nulovou pravou stranu budeme zpravidla vynechavat a upravime na tvar

2 1 0 1 2 1 0 1 4 0 O 5

2 4 3 -2|~101 1 —-1})~10 2 0 -3|,

0 3 -1 -5 0 0 2 1 0 0 2 1
odkud snaze ziskdme hledany vektor.
Znéme-li bod B = [-2,3.10,1] nadroviny a vektor 7 = (5, —6,2, —4) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou
rovnici

vi-(x1—b1)+ve-(we —ba) +vs- (3 —bs)+vs-(xg—bg) =0,
neboli po dosazeni a tprave
5-(r14+2)—6-(x2—3)+2-(z3—10)—4- (x4 —1)=0
5x1 — 622 + 223 — 424 +12=0.
Nakonec dosadime do uvedeného vzorce
B [5-2—6- 1+2-3—4-1—|—12| _ 18

== =2.
VIO P (A7 9

d(4, p)

Priklad 4.2:
Zjistéte vzdalenost bodu A = [2,—5,2, 3] od nadroviny p = [2,—4,7,2]+ ((7,2,0,—4),(0,2,7,4),(—1,5,—1,0)).

reseni:

Nadrovinu mame zadanou pomoci bodu B = [2,—-4,7,2] a t¥{ vektort ¢ = (7,2,0,—4), ¥ = (0,2,7,4) a
w = (—1,5,-1,0), tedy parametricky. Pfevedeme toto vyjddfeni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme vektor
7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory i, ¥ a w, (tento vektor ¥ uréuje tzv. ortogonalni doplnék p*
nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

72 0 —4 -1 5 -1 0 -1 5 -1 0
02 7 4|~ 0 2 7 4]~ 0 2 7 4
15 -1 0 0 37 -7 —4 039 0 0
-1 5 -1 0 7oof4
~1 01 00 0 1 0 pt = ((—4,0,4,-7)) .
00 7 4 0074
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Znéme-li bod nadroviny B = [2, -4, —7,2] a vektor ¥/ = (—4,0,4, —7) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou
rovnici
V1'($1 —bl)+V2'(I2—b2)+V3'($3 —b3)+V4'($4—b4) =0,

neboli po dosazeni a uprave
—4-(x1—2)+4-(23—7)—T7- (24 —2)=0
4ry —4xz3+ 724 +6=0.
Nakonec dosadime do uvedeného vzorce

[4-2-4-24+7-3+6] 27

=3.
42 + (—4)2 + 72 9

d(A, p) =

Priklad 4.3:
Zjistéte vzdalenost bodu A = [—2, 1,2, —1] od nadroviny p = [—2,5, -3, —2]+((3, -2, 2,0), (3, —5,0,1), (0, —7,2, —1)).

reseni:

Nadrovinu méme zadanou pomoci bodu B = [-2,5,—3, —2] a tii vektora @ = (3,—2,2,0), ¥ = (3,-5,0,1)
aw = (0,—-7,2,—1), tedy parametricky. Zbyva pievést toto vyjadfeni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme
vektor 7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory @, ¢ a o, (tento vektor 7 uréuje tzv. ortogondlni doplnék
p* nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

3 -2 2 0 3 -2 2 0 3 -2 2 0
3 -5 0 1|~1{0 3 2 —-1]~1]0 3 2 1]~
0o -7 2 -1 0o -7 2 -1 0o 0 2 -1
3 0 0 1
~l0 10 0 pt = ((—2,0,3,6)) .
0 0 2 -1
Zname-li bod B = [-2,5, —3, —2] nadroviny a vektor 7 = (—2,0,3,6) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou
rovnici

vy (w1 —b1) +vo- (w2 —bg) + vz (23 —b3) +va- (24 —bs) =0,
neboli po dosazeni a Upravé

—2-(r14+2)+3-(23+3)+6-(r4+2)=0
721‘14’31’34’61’44’17:0.

Nakonec dosadime do uvedeného vzorce

|—2-(=2)+3-246-(-1)+17] 21
(—2)2+32 + 62 7

d(A, p) =

Priklad 4.4:

Zjistéte vzdalenost bodu A = [3,—1,2,1] od nadroviny p = [1,0,1,—-1] + ((1,6,1,1),(0,2,1,1),(1,—1,1,0)).
FeSeni:

Nadrovinu méme zadanou pomoci bodu B = [1,0,1,—1] a tf¥{ vektort @ = (1,6,1,1), ¥ = (0,2,1,1) a & =
(1,—-1,1,0), tedy parametricky. Zbyva pfevést toto vyjadfeni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme vektor 7
kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory i, @ a w, (tento vektor ¥ uréuje tzv. ortogonalni doplnék p*
nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

1 6 11 1 -11 0 1 =11 0 70 0 —4
0 21 1|~(0 21 1]~(0 2 1 10]~|0 7 0 1 pt = {((4,-1,-5,7)) .
1 -11 0 0 70 1 0 07 5 007 5
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Znédme-li bod B = [1,0,1, —1] nadroviny a vektor # = (4,—1,—5,7) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou
rovnici
%1 '(l‘l 7b1)+l/2'(Z27b2)+1/3'(1'371)3)4*1/4'(1'471)4):0,

neboli po dosazeni a tprave
4-(x1—-1)—=1-29—5-(x3—1)4+7-(xa+1)=0
4r1 — 9 — Brz +Txs +8=0.

Nakonec dosadime do uvedeného vzorce
4-3—-1-(-1)—5-2+7-1+8 18

dA.p) = VE+ (124 (=5)2 + 72 Vo1

= 1,887.

Priklad 4.5:

Zjistéte vzdalenost bodu A = [1,—2,1, —3] od nadroviny p = [2,8,5,-3] 4+ ((1,0,5,—-2),(1,3,7,0),(0, 3,1, 2)).
feseni:

Nadrovinu mame zadanou pomoci bodu B = [2,8,5,—3] a tfi vektort @ = (1,0,5,—-2), ¥ = (1,3,7,0) a
w = (0,3,1,2), tedy parametricky. Zbyvéa prevést toto vyjddfeni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme vektor
7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory i, ¥ a w0, (tento vektor # uréuje tzv. ortogonalni doplnék p-
nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

1 0 5 -2 1 0 5 -2 1 0 5 -2 1 0 0 -2

137 0)~]03 2 2|~(03 2 2|~(03 0 2 pt =1((6,-2,0,3)) .

0 3 1 2 0 3 1 2 0 01 O 0 01 0
Zname-li bod B = [2,8,5, —3] nadroviny a vektor 7 = (6,—2,0,3) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou
rovnici

vi-(x —b1)+ve-(xe —ba) +vs-(x3—bs) +va-(xa—bs) =0,
neboli po dosazeni a uprave
6x1 — 229 +3x4+13=0.

Nakonec dosadime do uvedeného vzorce
6-1—2-(=2)+3-(=3)+13| 14

id.p) = 62 + (—2)2 + 32 7

=2.

Priklad 4.6:

Zjistéte vzdalenost bodu A = [7,1,5, —1] od nadroviny p = [—4, 5,6, 3]+ ((—5, 2, 3,0), (10,2,0, 1), (1,0, 3, —1)).
FeSeni:

Nadrovinu médme zadanou pomoci bodu B = [—4,5,6,3] a ti{ vektort @ = (-5,2,3,0), ¥ = (10,2,0,1) a
w = (1,0,3,—1), tedy parametricky. Zbyva prevést toto vyjadieni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme vektor
7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory i, ¥ a w, (tento vektor ¥ uréuje tzv. ortogonalni doplnék p*
nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

-5 2 3 0 10 3 -1 1 0 3 -1
10 2 0 1|]~]06 6 1|~[0 6 6 1|~
1 0 3 -1 0 2 18 -5 00 -3 1
1 0 0 0
~(0 2 01 pt =((0,-3,2,6)) .
0 0 -3 1
Zname-li bod B = [—4,5,6, 3] nadroviny a vektor 7 = (0,—3,2,6) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou

rovnici
V1'($1 —bl)+V2'(I2—b2)+V3'($3 —b3)+V4'($4—b4) =0,
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neboli po dosazeni a uprave

—3-(I2—5)+2-($3—6)+6'(I4—3):0
*31‘24’2134’6%4*15:0.

Nakonec dosadime do uvedeného vzorce
|-3-142-54+6-(—1)— 15| B &

i(d,0) = (=32 +2° + 62 7

=2.

Priklad 4.7:
Zjistéte vzdalenost bodu A = [2,2, —7, 2] od nadroviny p = [-3,-5,9,5]+ ((2,4,5,0),(0,2,2,-1), (7,0, —2,7)).

reseni:

Nadrovinu méme zadanou pomoci bodu B = [-3,-5,9,5] a t¥i vektord @ = (2,4,5,0), ¥ = (0,2,2,—1) a
w = (7,0,-2,7), tedy parametricky. Zbyva pfevést toto vyjadfeni na obecnou rovnici. Nejprve najdeme vektor
7 kolmy na nadrovinu, tedy kolmy na vektory i, ¥ a w, (tento vektor ¥ uréuje tzv. ortogonalni doplnék p*
nadroviny p). Resime tedy soustavu rovnic zadanou nasledujici matici

2 4 5 0 2 4 5 0 2 4 5 0 1 0 0 1
02 2 —1|~[0 2 2 —1]~l02 2 -1]~[0 2 0 -1 ot ={((2,-1,0,-2)) .
7T 0 =2 7 0 28 39 -—-14 0 0 11 0 01 0

Zname-li bod B = [-3,—5,9, 5] nadroviny a vektor 7/ = (2, —1,0, —2) na ni kolmy, umime napsat jeji obecnou

rovnici
vi-(xr —b1)+ve- (22 —b2)+vs-(x3—b3) +va- (xa—bs) =0,

neboli po dosazeni a tpravé
2-(z14+3)—1-(z2+5)—2-(xz4—5)=0
201 —x90 — 224+ 11 =0.

Nakonec dosadime do uvedeného vzorce
_2-2-1-2-2-2411] _ 9

CVE R 8

d(A, p)
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5. Vlastni ¢isla matice

Nékteré vektory po vyndsobeni matici A nezméni sviij smér, zméni se (pfipadné) pouze jejich velikost. Takové
(nenulové) vektory nazyvéame vlastni vektory matice A a koeficientim zmény jejich velikosti pak Fikdme
vlastni &isla matice A. Jinak vyjadfeno, vektor @ # 0 je vlastnim vektorem matice A prislusng vlastnimu éislu
A této matice, pravé kdyz plati

Ad=X-4 .

V nasledujicich prikladech tedy hledame takova ¢isla A, pro néz rovnice A4 = X - @ nebo
(A=XE)-@=0

ma nenulové feSeni, coz nastava pravé kdyz matice A — A\E je singuldrni, neboli det(A — AE) = 0. Jak uvidime,
pfi hledani vlastnich ¢isel matice typu 3 X 3 je nezbytné vyfesit kubickou rovnici, coz byva casto ponékud
obtizné. Ptiklady tedy budeme volit tak, aby pfi feseni kubické rovnice nevznikaly problémy. Navic si ukazeme,
jak vyhodné lze postupovat jiz pfi pocitani determinantu tak, aby kubickou rovnici nebylo tfeba fesit.

Priklad 5.1:
Zjistéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

-5 1 6
A= 4 -2 —6
—4 1 )

FeSeni:
Vypocditdme determinant matice A — AE
—5—-A 1 6

det(A — A\E) = det 4 -2-X -6 =
—4 1 5—A

=—(A+5)A+2)(A—5)+24+24 —24(A +2) — 6(A + 5) +4(A — 5) = —A(A +1)%.

=A342A2-25)\—50

Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(4A — AE) = 0 neboli
“AMA+1)2=0, cozdavd A\; =0, My =—1 (dvojnisobny koten).

Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo A\; = 0 a vyfeSime vzniklou soustavu

-5 1 610 2 -1 =310 2 -1 =310 2 -1 =310

4 -2 —6|0]~1|-5 1 6|0l ~10 -3 3|0 ~1|{0 1 110

—4 1 510 —4 1 510 0 1 110 0 0 00
(x7yaz) =t- (15 _15 1) :

Nulovou pravou stranu opét zpravidla vynechavame a upravujeme

-5 1 6 2 -1 -3 1 0 -
4 -2 —6|~ 0 1 11 ~10 1 11,
—4 1 5 0 0 0 0 0
odkud pfimo zjistime vektor (1,—1,1).
Podobné pak dosadime A2 = —1 a vypocitame prislusné vlastni vektory
—4 1 6|0 —4 1 610
4 -1 —-6|0| ~ 0 0 00 (z,y,2) =t-(1,4,0) + s-(6,0,4),
—4 1 6|0 0 0 00

opét budeme vynechavat nulovou pravou stranu.
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Vlastnimu éislu A; = 0 pfislusi tedy vlastni vektor @; = (1, —1,1) a vlastnimu ¢&islu Ay = —1 pfislusi vlastni
vektory 42 = (1,4,0) a 3 = (6,0,4).

Poznamenejme, Ze determinant lze pocitat také jinak. Z linearni algebry vime, Ze pri¢teme-li ve ¢tvercové
matici nasobek jednoho fadku k jinému, determinant se nezméni, stejné tak pro sloupce. Toho mtzeme s vyhodou
vyuzit i p¥i po¢itani det(A — AE). V nésledujicich tipravich nejprve pfi¢teme druhy fadek ke tfetimu a v dalsim
kroku pak druhy sloupec odec¢teme od tfetiho, pak uzijeme rozvoj podle tfetiho fadku

—5—A 1 6 —5—A 1 6
det(A — AE) = det 4 —2—-A —6 = det 4 —2—-A —6 =
—4 1 5-\ 0 —1-X —1-2\
—5—A 1 5 5> .
= det 42—\ A—4 (A+1)~det< )()\+1)()\2>\+2020))\(>\+1)2.
0 —1-2A 0 1A

Timto postupem lze ¢asto pocitat vlastni ¢isla i bez nutnosti fesit kubickou rovnici.

Priklad 5.2:
Zjistéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice

-2 1 4
A= 6 —1 -8
-3 1 )

FeSeni:
Vypocditdme determinant matice A — AE
—2—-A 1 4
det(A — A\E) = det 6 —-1-A -8 =
-3 1 5—A
=—(A+2)A+1)(A—=5)+24+24 — 12X\ +1) =8N +2) + 6(A —5) = —A(\ — 1)%.

=A3-2X2-13)\-10

Vlastni éisla matice A jsou pak kofeny rovnice det(4 — AE) = 0 neboli
~AMA—=1)2=0, cozdévda \; =0, Xy =1 (dvojnasobny kofen).

Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo A\; = 0 a vyfeSime vzniklou soustavu

-2 1 4 -2 1 4 -2 1 4 1 0 -1
6 —1 —-8]|~ 0 2 41 ~ 0 1 2| ~ 0 1 2
-3 1 5 0 1 2 0 0 0 0 0 0
(x,y,z) =t (1a -2, ]-) .
Podobné pak dosadime Ay = 1 a vypocitdme prislusné vlastni vektory
-3 1 4 -3 1 4
6 —2 -8~ 0 0 0 (z,y,2)=1t-(0,4,-1)+s-(1,3,0).
-3 1 4 0 0 0

Vlastnimu ¢éislu Ay = 0 pfislusi tedy vlastni vektor @3 = (1,—2,1) a vlastnimu ¢&islu Ag = 1 pfislusi vlastni
vektory 42 = (0,4, —1) a @3 = (1, 3,0).

Priklad 5.3:
Zjistéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

A

I
|
37

1 8
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FeSeni:
Vypoc¢itame determinant matice A — \F
1-X 0 —2

det(A — AE) = det [ =5 1-—2X 8 | =—0—DA-1DA+2)—-2A—1) = =AA - 1)(A+1).
1 0 —2-2X

=A3—-3\++2
Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(A — AE) = 0 neboli
“AMA=1)(A+1)=0, cozdavd A\; =0, Ad2=1, alg=-1.

Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo A\; = 0 a vyfesime vzniklou soustavu

1 0 -2 1 0 -2
-5 1 8| ~ 10 1 -2 (r,y,2) =t-(2,2,1) .
1 0 -2 0 0 0

Podobné pak dosadime A2 = 1 a vypocitame prislusny vlastni vektor

0 0 -2 1 0 0
-5 0 8]~1(0 O 1 (z,y,2) =t-(0,1,0), .
1 0 -3 0 0 0
Nakonec dosadime A3 = —1 a vypocitame prislusny vlastni vektor
2 0 -2 1 0 -1
-5 2 8| ~ 0 2 3 (z,y,2)=1t-(2,-3,2) .
1 0 -1 0 0 0

Vlastnimu ¢islu Ay = 0 pfislusi tedy vlastni vektor @3 = (2,2, 1), vlastnimu ¢&islu A2 = 1 vlastni vektor @y =
(0,1,0) a vlastnimu ¢&islu A3 = —1 pak vlastni vektor @3 = (2, —3, 2).

Priklad 5.4:
Zjistéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2 1 3
A= |1 -1 1
8 —27 1
feseni:
Vypoc¢itame determinant matice A — \F
2—A 1 3
det(A — A\E) = det 1 —1-A 1 =
8 =27 1-2A\
=—A=2)A+ 1A =1)+8 =81 +24(A\+1) —27T(A=2) + A —1=-(N+1)(A-2),
AB_2X2 A2

Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(A — AE) = 0 neboli
A=2)XN+1)=0 ,atedy I=2.

Pfi vypoctu determinantu lze (podobné jako v pfedchozich pfikladech) uzit vhodné fadkové a sloupcové tpravy,
abychom dostali rozklad, (zkuste).
Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime toto vlastni ¢islo A = 2 a vyfesime vzniklou soustavu

0 1 3 1 -3 1 1 0 1
1 -3 1]~f0 1 3]~(0 1 3 (z,y,2) =t-(10,3,—1)
8 —27 -1 0 0 0 0 0 0
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Vlastnimu éislu A = 2 pfislusi vlastni vektor @ = (10, 3, —1).

Priklad 5.5:
Zjistéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice

8 —65 56
A=|6 —-33 26
6 —30 23
feseni:
Vypoc¢itame determinant matice A — \F
8— A —65 56 8—A —65 56
det(A — AE) = det 6 —33— A 26 = det 6 —-33 -\ 26 =
6 -30 23— A 0 A+3  —A-3
8—A —65 -9
= det 6 -33-X =27 =—()\+3)-det<86>\ _)\27):
0 A+3 0

=—A+3)N=-A=-2)=- A +3A+1)(A-2),

v upravach jsme nejprve odecetli druhy fadek od tfetiho a v dalsim kroku jsme pak druhy sloupec pficetli ke
tfetimu. Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(A — AE) = 0 neboli

M=-3, do=-1, \3=2.

Do soustavy linearnich rovnic A— AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo \; = —3 a vyfesime vzniklou soustavu
11 —-65 56 3 —15 13 6 05 1
6 —30 26| ~|0 —6 51~ 10 6 —5 i = (1,-5,-6) .
6 —30 26 0 0 0 0 0 0
Podobné pak dosadime Ay = —1 a vypocitame prislusné vlastni vektory
9 —65 56 1 -5 4 1 0 -1
6 —-32 26| ~10 1 -1]~10 1 -1 iy =(1,1,1) .
6 —-30 24 0 0 0 0 0 0

Nakonec stejné dosadime A3 = 2 a vypocitame prislusny vlastni vektor

6 —65 56 2 -10 7 2 0 -3
6 —35 26|~ (0 1 -1|~f0 1 -1 s = (3,2,2) .
6 —30 21 0 0 O 0 0 0
Priklad 5.6:
Zjistéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice
—-10 103 -—-87
A= -6 81 -T1
-6 84 -T4
FeSeni:
Vypocitame determinant matice A — AE
-10—Xx 103 —87 -10—-X 103 —87
det(A — A\E) = det —6 81— A —71 = det —6 81— -—-T1 =
—6 84 —T4-—- ) 0 A+3 =3-2A
—-10—Xx 103 16
=det| —6 81—-XA 10—A|=—(A+3)- det (_IEG_A mlfA)
0 A+3 0

=-(A+3)(W =4 =-A+3)A+2)(A - 2),
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v upravach jsme nejprve odecetli druhy fadek od tfetiho a v dalsim kroku jsme pak druhy sloupec pficetli ke
tfetimu. Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(A — AE) = 0 neboli

M=-3, do=-2, \3=2.

Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo \; = —3 a vyfesime vzniklou soustavu
-7 103 -—87 1 —-19 16 6 0 1
-6 8 -—-T1|~ 10 6 —5|~|0 6 —5 i = (1,—5,-6) .
-6 84 -T1 0 0 0 0 0 0

Podobné pak dosadime \s = —2 a vypocitame piislusny vlastni vektor
-8 103 —87 1 -2 0 1 0 -2
-6 83 71| ~10 1 -1 ~10 1 -1 sy = (2,1,1) .
-6 84 -T2 0 0 0 0 0 0

Nakonec stejné dosadime A3 = 2 a vypocitame prislusny vlastni vektor

~12 103 —87 -3 4 0 -3 0 4
6 79 -71|~[ 01 —1|~[ 01 -1 iis = (4,3,3) .
—6 84 —76 00 0 00 0

Priklad 5.7:
Zjistéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

17 24 36
A=|-54 -103 -162
30 60 95

FeSeni:
Vypocitame determinant matice A — \F

17—\ 24 36 17—X  22-10 36
det(A —AE) =det | —54 —103—X —162 | =det| —54 5- A\ 162 | =
30 60 95 — X 30 0 95 — X
-91-XA 0 288
=det[ —54 5-X —162 | =(5— 1) det <_9:1,)0_ A 932_82;) =
30 0 95—\

=—A=5)N—4X—5) = —-A+1)(A-5)?,

v upravach jsme nejprve odecetli dvojnasobek prvniho sloupce od druhého a v dalsim kroku jsme pak dvoj-
nasobek druhého Fadku pficetli k prvnimu. Vlastni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice det(A — AE) = 0
neboli

~A+1D(A=5)2=0, cozdava A\ =—1, Iy =75 (dvojnasobny koien).

Do soustavy linearnich rovnic A — AE = 0 dosadime nejprve vlastni ¢islo A\; = —1 a vyfeSime vzniklou soustavu
18 25 36 3 4 6 5 0 -2
-54 —-102 -162| ~ |0 5 9]~ (0 5 9
30 60 96 0 0 0 0 0 O

(x,y,2) =t-(2,-9,5) .

Podobné pak dosadime A2 = 5 a vypocitame prislusné vlastni vektory
12 24 36

1 2 3
~546 —108 —162| ~ |0 0 0 (z,y,2) =t-(3,0,—1) +s-(2,—1,0).
30 60 90 00 0

Vlastnimu ¢&islu Ay = —1 piislusi tedy vlastni vektor @3 = (2,—9,5) a vlastnimu éislu Ay = 5 pfislusi vlastni
vektory 4z = (3,0,—1) a W3 = (2,—1,0).
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6. Objem a obsah pomoci vnéjsiho a vektorového soucinu

Pro vypocet obsahu rovnobézniku uréeného vektory @ = (uy,uz) a ¢ = (v1, v2) uzijeme vnéjsiho souinu

det <u1 1@)
V1 V2
obsah trojuhelnika je pak polovina této hodnoty.
Obsah rovnobézniku uréeného vektory @ = (u1,u2,u3) a ¥ = (v1,v2,v3) vypocitdime pomoci vektorového

soucinu
S|ﬁxz7|‘(det <“2 u3>,det (“1 “3),det (“1 ’“ZM,
V2 U3 V1 U3 V1 V2

obsah trojuhelnika je opét polovina této hodnoty.
Pro vypocet objemu rovnobéznosténu uréeného vektory @ = (uy, ug,us), ¥ = (v1,v2,v3) a W = (w1, wa, w3)
uzijeme vnéjsiho soucinu

P = |[a, ]| =

Y

U1 U us
V=|u,d,d]| =|det [ v1 w2 w3 ||,
wp w2 w3

objem ¢tyfsténu je Sestina této hodnoty.

Priklad 6.1:

Vypoditejte obsah trojthelnika ABC, kde A = [2,1], B = [3,5] a C = [-2, 3].

feseni:

Prolozime body A, B a C vektory 4 = B— A= (1,4) a ¥ = C — A = (—4,2). Vypocitame jejich vnéjsi soucin
(pomoci determinantu)

(@, 7] = det (i ‘21) —2416=18.

Obsah tojihelnika ABC je pak polovina absolutni hodnoty vnéjsiho soucinu

Priklad 6.2:

Vypocditejte objem ¢tyfsténu ABCD, kde A =0,2,3], B=[1,0,2], C =[2,-3,4 a D =[4,-1,2].

feseni:

Prolozime body A, B, C'a D vektory i = B—A=(1,-2,-1),0=C-A=(2,-5,1)awi=D—A=(4,-3,-1).
Vypocitame jejich vnéjsi soudin (pomoci determinantu)

1 -2 -1
[@,0,@%] =det |2 -5 1 | =5—-846—-20+3—4=—18.
4 -3 -1

Objem ¢tyisténu ABCD je pak Sestina absolutni hodnoty vnéjsitho sou¢inu

<

V=2 |u,v,d] =3.

=

Priiklad 6.3:

Vypocitejte objem étyfsténu ABCD, kde A =[1,-2,3], B=10,1,1], C =[5,3,2] a D = [3,0,1].

reseni:

Prolozime body A, B, C a D vektory 4 = B— A= (-1,3,-2), 1 =C—-A=(4,5,-1)awi=D—-A=(2,2,-2).
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Vypocitame jejich vnéjsi soudin (pomoci determinantu)

-1 3 -2
[0, 0,0 =det [ 4 5 —1|=10—6—16+20—2+24=30.
2 2 -2

Objem ¢tyisténu ABCD je pak Sestina absolutni hodnoty vnéjsitho soucinu

<

V=2 |[u,v,d]]=5.

| =

Priiklad 6.4:

Vypocditejte objem ¢tyfsténu ABCD, kde A =[2,1,2], B=[1,-1,0], C =[1,2,—1] a D = [3,0, —3].

FeSeni:

Prolozime body A, B, C' a D vektory t« = B— A =(-1,-2,-2),v=C—-A=(-1,1,-3)awWd=D—- A=
(1,—1,—5). Vypoéitdme jejich vnéjsi soudin (pomoci determinantu)

-1 -2 -2
[, V, W] = det [ —1 1 3] =56+6-2+2+34+10=24.
1 -1 -5

Objem ¢tyisténu ABCD je pak Sestina absolutni hodnoty vnéjsitho sou¢inu

<

V=2 [, )| = 4.

=

Priiklad 6.5:

Vypocditejte objem ¢tyfsténu ABCD, kde A = [2,3,-1], B=[4,2,-2],C =[1,3,5] a D = [-2,7,3].

FeSeni:

Prolozime body A, B, C a D vektorya = B—A=(2,—-1,-1), 1 =C—-A=(-1,0,6) aw = D—A=(—4,4,4).
Vypocitame jejich vnéjsi soudin (pomoci determinantu)

2 -1 -1
[i,v,@] =det | =1 0 6| =0+4+24—0—48—4=—-24.
4 4 4

Objem ¢tyisténu ABCD je pak Sestina absolutni hodnoty vnéjsitho sou¢inu

<

V=2 |u,v,d] =4.

=

Priiklad 6.6:

Vypocditejte objem ¢tyfsténu ABCD, kde A= [5,2,1], B=[3,3,-2],C =[5,—1,2]a D = [1,2,-2].

FeSeni:

Prolozime body A, B, C a D vektory & = B—A =(-2,1,-3),=C—-A=(0,-3,1)aw = D—A = (—4,0,-3).
Vypocitame jejich vnéjsi soucin (pomoci determinantu)

—2 1 -3
[i,7,d] =det [ 0 —3 1| =-18—4+36=14.
—4 0 -3

Objem ¢tyisténu ABCD je pak Sestina absolutni hodnoty vnéjsitho sou¢inu

V=< |u,dd] = — = 5.
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Priklad 6.7:

Vypocditejte obsah trojihelniku ABC, kde A = [3,—-2,5], B=[4,—2,8] a C =[7,0, 14].

FeSeni:

Prolozime body A, B a C vektory 4 = B— A =(1,0,3) av =C — A = (4,2,9). Vypocitame jejich vektorovy
soucin

Lo 0 3 13 1 0\) _
u><v—(det(2 9),—det(4 9),det(4 2))—(—6,3,2).

Obsah trojuhelniku je pak polovina velikosti vektorového soucinu

1 1 1 7
S=c.|ixd =2 V(62132 +2=--v29=_,
5 |@ x o 5 (—6)2+ 32+ 5 5
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Gradient funkce h a divergenci a rotaci vektorové funkce pocitame s vyhodou pomoci formélnich vzorct

gradh = Vh divf=V-f rot f=V x f,

vyuzivajicich Hamiltonova (nabla) operatoru

skalarniho a vektorového soudinu.

Priklad 7.1:
Vypocditejte grad h(A), kde

1
h(x,y,z):ZxByzz a A=1[1,-2,3].
feSeni
Oh Oh Oh 3 1 1
dh = 222, = -
wradti= (513,51 ) = (1705 700 327

Piiklad 7.2:
Vypocditejte grad h(A), kde

4
hwy,2) = - Valny a A=[le2.

_ (Oh Oh Oh\ (2 /lny :cln
gradh = <8$’ dy’ 82) B (Z Y ln )

Priklad 7.3:
Vypocditejte grad h(A), kde
h(z,y,2z) =tg(zyz) a A=][1lm2].

grad h = <5‘h oh ah) _ < Yz 2z Y >

dx’ By’ 0z cos?(zyz)’ cos?(zyz) cos?(wyz)’

Priklad 7.4: .
Vypocditejte div f(A) a rot f(A), kde

foy.2)=@+zo+za+y) a A=[Vime|.

grad h(A) = (9,-3,1)

madh(4) = (1.7,-1)

grad h(A) = (27,2, )
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fesSeni:

—

> > o 9 09
diva~f<%,a—y,£)~(y+z,z+z,z+y)0 div f(A) =0

—

rotf:fo: (%’é?y’%) X(y+z,x+z,24+y)=(1-1,1-1,1—-1)=(0,0,0)rot f(A) = (0,0,0)

Piiklad 7.5: .
Vypocditejte div f(A) a rot f(A), kde

f(ac,y,z) = (3$3yz,2xy2z,xyz) a A=[-1,2,1].

—

> > o 0 0
divf=V-f= (— — 8_) . (3x3yz,2xy22,acyz) = 92%yz + dayz + aydiv f(A) =18 -8 -2 = 8

- - o 0 0
rot f =V x f= (%, a—y, &) X (3x3yz, 2$y22,xyz) = (acz —2zy?, —yz + 323y, 2y%2 — 33032)

—

rot f(A) = (=1 +8,-2—6,8+3) = (7, -8, 11)

Priklad 7.6: .
Vypocditejte div f(A) a rot f(A), kde

—

f(z,y,2z) = (sin(y + 2),sin(z + z),sin(z +y)) a A= [0, g, 0} .

divf=V. f= (%, 9 62) - (sin(y + 2),sin(z + z),sin(z +y)) =0

0 0 . . . _
e 8_y’ &) x (sin(y + z),sin(z + 2), sin(x + y)) =
= (cos(z +y) — cos(z + z), — cos(z +y) + cos(y + z), cos(z + z) — cos(y + z))

rotf(A) = (cosg — cos0, —cosg —l—cosg,cosO — oS g) =(-1,0,1)

Priklad 7.7: .
Vypoditejte div f(A) a rot f(A), kde

f(ac,y,z) = (yzv 22 + 3, 22\/y% — 5,xy\/z2 + 5) a A=]1,-3,2].
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divf=V-f= <%’6_y’%) . (yz\/x2+3,:Ez\/y2—5,xy\/22+5) =
TYZ Yz Y2z .7
_ I i div f(A) = —3-3-2=-8
Ve?+3  \y2—-5 V22 +5 vi4)

9

2 2 2 _ 2 —
22 ¢ (po T e /) -

rotf:VXf: (a—
:< \/zz+5fx\/y275,y\/x2+37y\/z2+5,z\/y2—5—Z\/12+3)

0
x
x

—

rot f(A) = (3—2,—6+9,4—4) = (1,3,0)

Priklad 7.8: .
Vypoditejte div f(A) a rot f(A), kde

—

flz,y,2) = (zIn(y + 2),3yIn(x + 2),2zIn(x +y)) a A=]0,2,3].

5]
x’ dy’ E) (zln(y + 2),3yIn(z + 2),2In(z + y)) =
=In(y+ 2) +3In(x + 2) + 2zIn(z + y)

div f(A) =In5+3In3+2In2 =1n(5-3-2%) = In 540

M—ya—> X (@In(y + 2),3yIn(z + 2), 22z + ) =

_ 2z 3y T 2z 3y T
T \z4+y z+2y+z 4y az+z y+z

—

rot f(A) = (3—2,0—3,2—0) = (1,-3,2)

Priklad 7.9: .
Vypoditejte div f(A) a rot f(A), kde

f(:c,y,z)<16z\/§,6@,xy\/z) a A=[9,41].
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rot f=V x f = 37272 x | 162 E,Gﬂafﬂfy\/; =
oz’ 0y’ 0z Y z

1 T y 1 z [x
=|- 6 C= 164/—,34/Z - —+8=,/—
( 2z + 6/Ty ZQ,y\/Z+ \/; \/; s y\/;>

> 3 2 13
rot f(A) = <9+36,4+16~§,3~§+8~Z-§) = (27,28,5)

Priklad 7.10:

— —

Vypocditejte div f(A) a rot f(A), kde

—

f(%y’Z):(exz,eyz,eZz) a A=]1,0,1].

reseni
div f: V- f: (%, a%’ %) : (exz,eyz,ef) = 22e%” + 2yey2 +2ze% divf(A) =2e+2e =4e
rot f=V x f = (%,%,%) x (612,692,622) = (0,0,0) rot f(4) = (0,0,0)

Priklad 7.11:

—

Vypoditejte div f(A) a rot f(A), kde

!

f(x,y,z):(eg,ef,e%) a A=1[1,1,1].

resSeni
divf:V~f: <8—,§y,%)~<eg,ei,e%)0 div _’(A):O
- e 0 Y z z r = 1 z 1 = Yy zZ oz 1 Y
rot f=V x f= (_’8_3/&) X (ez,ew,ey> = (—y—ey —;er,—;ey -2 T2~ ;ez)

Priklad 7.12:

— —

Vypocditejte div f(A) a rot f(A), kde

f(:c,y,z) = (lnxzy,lnsz,lan:c) a A=1[1,2,1].

—

flz,y,2) = 2lnz+Iny,2lny+1Inz,2lnz + Inx)
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- 2 2
div f = 2,3,2 2lnz+Ilny,2lny+Inz,2lnz+nzx)=—-+ -4 -
Oz’ Oy’ 0z Ty
. 1 1
rot f = <é%,%,é%) X 2lnz+Iny,2lny+1Inz,2lnz+1lnx) = (— 5,;)
rot f(A)
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8. Dvojny a trojny integral

Pii vypoctech vicendsobnych integraltt budeme uzivat zejména Fubiniovu vétu (viz [1], [2], [3], [7])-

Priklad 8.1:
Vypocitejte dvojny integral
)
r+ — | dzdy ,
ARG

kde oblast Q = {[z,y]; x <2, 1 <y <e”}.
feSeni: y=e
Nakreslime si oblast ) a uzijeme Fubiniovu vétu.

[ San= [ ([ (e )m) a-

:[W”\/@]zjl =ze"+2y/e"—z—2 ¢
2 . . 1 2
= / (ze® +2e% —x —2) dz = |:(:L' —1)e” +4e? — 5332 - 24 =e?+4e—9. A1
0 0 ] y=1
Piiklad 8.2: 2

Vypocitejte dvojny integral

// xy? dedy |
Q

kde oblast Q = {[z,y]; 0 <z <2, —o <y < 2?}.
FeSeni:
Nakreslime si oblast €2 a uzijeme Fubiniovu vétu.

2

2 T
// zy? dedy = / / zy? dy dex =
Q 0 —x

—_———

22

3 yi==

:[;c._ys] B :%(587-1-1‘4)
yi=—x

1 x8+x52 64
8 5],

12 7 4
= — T +x dﬂj:— :_:1278
), e a3 5
Poznamenejme, ze Fubiniovu vétu by bylo mozné pouzit i v opa¢ném poradi
integrace (pfi¢emz oblast 2 rozdélime na dvé ¢asti)

4 2 0 2
// zy? dedy = / / zy?de | do +/ </ zy? d:c> dx .
Q 0 VY -2 —y

Priklad 8.3:
Vypocitejte dvojny integral
1
/ / —dxdy

QT
kde oblast Q = {[z,y]; 2> — 4z +5 <y < 6x — 3 — 2%}.
FeSeni:
Nakreslime si oblast §). Potfebujeme zjistit prisec¢iky funkei y = 22> — 4z +5 a
y = 6z — 3 — 22, coz vede na rovnici

22 — 4z +5 =6z —3 — 22 22 —5xr+4=0 skofeny 1lad4.

K vypoctu pouzijeme opét Fubiniovu vétu

1 4 —z2462—3 1
//—dxdyz/ / —dy | do =
QZ 1 z2—dz+5 L

4
:/ <2x+10§> dr = [~2® + 10z — 8Inz]; = 15 — 161n2 .
1 l‘
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Priklad 8.4:
Vypocitejte dvojny integral

// rdxdy ,
Q

kde oblast Q = {[z,y]; (y —2)? <x <4—y}.
FesSeni:
Nakreslime si oblast 2 a rozdélime ji na dvé ¢asti 21 a Q.

Horni a dolni ,okraj“ oblasti {1 je zaddn funkcemi y = 2 + /7, k vypoctu
pouzijeme opét Fubiniovu vétu

! Ve ! 47 571 4

// :cd:cdy:/ / xdy d:c:Q/ :L'\/Edl':—{l‘i} =_.

oh 0 2—VzT 0 5 o 5
— ——

V=2 VE _o
=[zy]) 2 V=22V

Horni ,,okraj“ oblasti €25 je zadan funkci y = 4 — = a dolni ,,okraj*“ oblasti 5 je popsén funkci y = 2 — /z, k
vypoctu pouzijeme opét Fubiniovu vétu

4 e 4 1 2 32
// xdxdy:/ (/ :cdy> d:c:/ 2z — 2 + x\/x) dr = {m2—x3+—x2\/5 ==
Qs 1 2-Vz 1 3 5 5
—_————

=[ay)t 257 o= (2—a+V/7)

4 32 36
//acdacdy:// xdxdy—i—// rdrdy=-+—=—=17,2
Q o Qs ) 5 5

V dalsich prikladech budeme uzivat vétu o substituci

//Qfdxdy:/AI(Q)(fo‘l’)-|detD<I)| dudv

Celkove tedy

kde
P x = D1 (u,v)
y = Pa(u,v)
Priklad 8.5:
Vypocitejte dvojny integral y =4z
1
/ / ——dxdy ,
Q YV y==z
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku.
feSeni: y=2
Uzijeme vétu o substituci pro transformaci soufadnic QO 1
Y=z
d: z=u-v
y=1
Protoze jakobian je
1
|det D®(u,v)| = |det (U “’u>‘: —3—3‘22g )
u ol v v

dostaneme

//Qf(x,y)dzdy/Alm)f(u,v).i_“dudv_

Pro hranici oblasti 2 dostaneme transformaci soufadnic

— K 2 _1 1
y =4x - =4duv v2—4 v=73,
y==z o =uv ve=1 v=1,
) u_ 9 2 —
y—% v = u2—9 u=3,
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(volime kladné w, v), proto vzor mnoziny  pfi uvedené transformaci bude obdélnik &~

Nyni uz staci dosadit a vypocitat

1 2u
—da:d // — - — dudv =
// (13)x(3.1) y VUV U
dudv 3 du L dv 3

721_. —:8[\/ﬂ]~

Ve b VR v

=]
(1,3)yx(3,1)

V dalsich prikladech budeme uzivat vétu o substituci pro polarni souradnice

1- —

V2

1

)

Frantisek Mosna: Resené priklady z Matematiky III.

L) = (1,3) x

(3:1)-

4V/2(V3-1)(vV2-1).

d: x=rcost
Yy =rsint
Protoze
t int .
ldet D] = ‘det ((;’O:int rs(lzgst) ‘ = [rcos®t +rsin®t| =7,
dostaneme

/ f(:c,y)d:cdy:// f(rcost,rsint) - rdudv .
Q 3-1(Q)
Priiklad 8.6:

Vypocitejte dvojny integral

//gdacdy7
Q0T

kde oblast € je nakreslena na vedlejSim obrazku.

reseni: I / /
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- | ! /

sint
—dt =
cost

In2.

nic 71 (Q) = (v/2,2) x (0, %) a uzijeme (x)
/ i [ S

//Q oy = //<x/§,2>X<0’§>

Uvedeme vypocty jednotlivych integrala

2
J

_1n2

2
7“2

rdr:[ }
21

= [Infw[]} =2,

W=

dw = —sintdt, 0~1 a

(SIS

uzili jsme substituci w := cost, a tedy

Priklad 8.7:
Vypocitejte dvojny integral

// 22y dxdy |
Q

kde oblast €2 je nakreslena na vedlejsim obrazku. / \

L

FesSeni: ! / N
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- ! | \

nic 71 (Q) = (1,2) x (Z,2F) a uzijeme (*) [0

173
[f#vasin= [ /
Q (1,2) x( z

2 ¥
4 sintcosztdrdt:/ r*dr-
1

2m
3

)

™
4>

31

5

—(2vE+1)

sintcos? tdt =

1?’710(2\/§+1) .
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Uvedeme vypocty jednotlivych integrala
2 517 31
o=l
1 5/, b

2m 1 V2
ki -3 T 1 N
/ cos®tsint dt = / —w?dw = w?dw = = [wﬂ 2 = (2\/5 + 1) ,
P v 3 -3 24

N

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, 7§~ 72 a 2?” ~ —%.
Priklad 8.8:
Vypocitejte dvojny integral y
__-l_-__60°
// a?y® drdy 7T
Q g N °
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku. / 1o \%9
/ e = \
FeSeni: I// ,/ S \
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- ! ! i \ \
nic @71 (Q) = (1,2) x (%, %) a uzijeme (*) 0 1 5
2, 2 5 2 2 2 5 8 2 2 7
//xy dxdy:// r° cos”tsin tdrdt:/ r dr-/ cos” t sin tdt:—(2ﬂ'+3\/§>.
Q (1,2)x(%,%) 1 = 64
=3 =g (2m+3v3)

Uvedeme vypocty jednotlivych integrala

2 672
/r5dr: L :@:E,
1 6], 6 2

3 1 [3 1 /7
/ sin2tc052tdt:1/ (sin2t)2dt:§/ sin® w dw =

6 6 3

[w — sin w cos w]

o
\
5=
/7
/
| §
=&
S~
\
//
w3
|

S
~—
S~

—_
—
Wl
wm

) 916 (27 +3V3)

T 16 1] 16
uzili jsme vzorec sin2f{ = 2sintcost, substituci w := 2¢, a tedy § ~ T a § ~ %’T a vztah sin?wdw =
%(w — sinw cosw) + ¢, ktery lze ziskat napiiklad metodou per partes.
Priklad 8.9:
Vypocitejte dvojny integral 90 °,y
//%da:dy, /// N 45 ©
Qy // //” \\/\
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku. // /// //\\ \\\
/ / /’ \
FeSeni: i L \\\ \
Zjistime vzor oblasti €2 pri prevodu do polarnich sourad- o . Lo
nic 71 (Q) = (v/3,2) x (Z,Z) a uzijeme (x) 0 V327
t t 2
/ —d:cdyf// €08 drdt = / 1dr- / cos £((2—\/5) (2-v2)).
aQy? (V32)x(z,z)sin" ¢ Jg st sin? t 2
=2— \/_ 727\/5
=z

Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)

/% costd 1dw_[_1]1 2 22

sin® ¢ @ﬁ_ EJTE_E N

uzili jsme substituci w :=sint, a tedy dw = costdt ,
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Priklad 8.10:
Vypocitejte dvojny integral

N S K
- - - = ~ \/
/ / % dxdy , .7 N
ot // .30 °
kde oblast Q je nakreslena na vedlejsim obrézku. K A < /\\\

/ , // ) \
feSeni: / / s B \
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- ! : 6 ! é -
nic =1 (Q) = (v2,3) x (£, %) a uzijeme (x) V2

sint smt 2\/§
= = 1 — (3 =-v2 —-1).
// dzdy = //f 55)x(5.) coth drdt = / dr - /6 o t =7 (3 \/‘)(\/g )

’

ey :%mfl)

Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)

§ sint 7 d 179 2 2
/ - dt:/ _f:[__] =2 2= (V1)
z cos“t 1w w% \/g 3

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, § ~ \/Tg a 5~ %
Priklad 8.11:
Vypocitejte dvojny integral 90y
x =TT e
———— dxzd e
//Q 2422 7
kde oblast € je nakreslena na vedlejSim obrazku. / 1
/
FeSeni: / -
Zjistime vzor oblasti €2 pri prevodu do polarnich sourad- 1' J ‘
nic @71 (Q) = (1,5) x (0, %) a uZzijeme (*) 01 5 &

¢ 5 E] ¢
//%d:cdy:// AL — rdrdt:/ 1dr~/ O dt=r.
QT?+2y (1,5)(0,%) r2cos?t + 2r2sin“t 1 o l4sin“t
—_—

——
=4 :%
Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)
/’2' cost dt /1 1 d farct ]1 m
——dt = —— dw = [arctgw], = —,
o 1+sin’t o 14+ w? 8Wo =7
uzili jsme substituci w :=sint, a tedy dw =costdt, 0~0 a 3§~ 1
Priklad 8.12:
Vypoditejte dvojny integral Y
ypocite] jny integ oo 1Y
& 45 ©
// xy dxdy , N 4\5,)
Q // \ 4 4 \\
/ y \
kde oblast € je nakreslena na vedlejSim obrazku. / \
! A 9 \
reseni: ! K \\‘/// \ '
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- l ' | i é T
nic @71 (Q) = (1,3) x (3, %) a wijeme (x)
g 5
// xydxdy:// r3sint cost drdt = / 3 dr / sintcostdt = =
Q (1,3)x(Z,2r) 1 z
_ —



8. Dvojny a trojny integrdl 53

Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)

2m
3

1 V2
/ 1t cost db /‘5 i w?]® 1/2 1 1
sin t cos = —wdw = | — —_(Z_Z) ==
x L2 2| 2\4 4 8’

1
4 2

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F ~ ‘/75 a 2; > f%.
Priklad 8.13:
Vypocitejte dvojny integral Y 60 ©
P /
//ylnacdacdy7 e ~/
Q /// A 30 ©
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku. // s
7
rfeseni: /l s oA ol \
ZJIStlme vzor oblastl Q) pfi pfevodu do polarmch soutad- ! ! S \
nic 71 (Q) = x (Z,2) a uzijeme (x) 0 1 3 T
// ylnxdxdy = // r“sintln (r cost) drdt // r“sint (Inr + lncost) drdt
(1,3)x(%,%) (1,3)x(%,%3)
3 z 3 z
= / r?lnrdr - / sint dt + / redr - / sintlncostdt =
1 z 1 5
1 .,, 3
=1(811n3-26) - cos) T o1 (vA-1) =[3]]=%  =1(@-v3)1+In2)+1v3In3)
6

- i8(81ln3—26)-(\/§—1)+23—6-% ((1—\/5)(1+1n2)+1\/§1n3) =

529 13 13
=(V3-1)(-2Z+Zm3-="In2)+ —v3In3.
(V3 )( g tod— )+6\/_n

Uvedeme vypocet prvniho a posledniho integralu (zbylé dva jsou zfejmé)

3 3 3 3.3 3,2
1 1
/r21nrdr: [T—lnr} —/ 7ﬂ——clw:91n3——/
1 3 1 1 3T 3 1

1 33 1 1
:91n3—§[7"}1:91n3—3+§:§(811n3726),

I3

pro f(r) :=Inr a ¢'(r) := 1%, pak f'(r) :== L a g(r) .= 1,

~

uzili jsme integraci ”po ¢astech (per partes)”

“fa

s 1
3 2 3 3 1.1 3 1
sintlncostdt = —lnwdw = lnwdwzzilnif—ln—fiJr—:
™ V3 1 2 2 2 2 2 2
6 2 2
1 1
=3 ((1 —V3)(1+1n2) + 5\/§1n3> ,
uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt , § ~ @ a 7~ %, dale pak uzijeme vztah
JInwdw =wlnw — w + ¢, ktery 1ze ziskat metodou ”"po &astech (per partes)”.
Priklad 8.14:
Vypocitejte dvojny integral s Z{ . 60°
-7 - S~ J
// :cyzd:vdy, o Y N
Q e -7 ~~A )30 ©
/ s /7N X
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku. K ,/ R B
; / / - -~
reSeni: ! / /// -7 \\\ \\‘
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad- ! ; 6 L —
nic @1 () = (1,V3) x (Z,%) awijeme (x) VE]

V3 x )
// zy? d:cdy:// r4sin2tcostdrdt:/ r4d7"~/ sin? tcostdt = — (41 — 6v/3).
2 (1.v3)x(#:%) 1 z %0

—_——o ———
==t =31(3v3-1)
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Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)

V3

,r V3 3
3 kS w3] 2 11
sin®t cost dt = w?dw = | — =2.2(3V3-1),
jusd 1 3 1 3 8
6 2 2
uzili jsme substituci w := sint, a tedy dw =costdt, § ~ % a 5~ ‘/75
Piiklad 8.15: y
Vypocitejte dvojny integral 120 © [
/,“\ 45 o
// $2y dﬂjdy 5 / N e : '/\\
Q )/ /// \ D ¢ AN
// / N . AN \\
. v s / 7
kde oblast €2 je nakreslena na vedlejsim obrazku. ! / \\ L N L
, | | NP \l 1[
Dosen: o o . 0 NG
Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad-

nic @71 (Q) = <17 \/§> X <§, 2?”> a uzijeme ()

//x yda:dy—// r sintcothdrdt:/ r4dr-/ sint cos® t dt = (15+2\/_)
1,v2)x(7,2r) 1 = 120

= (4v2-1) =L (2v2+1)
Uvedeme vypocet druhého integralu (prvni je zfejmy)
= -3 ¥ 37 %
w
/ sintcos? t dt = / —w? dw = w? dw = [—} (2\/5 + 1)
fud o) _1 3 _1
4 2 2 2
vels o . . L _ . V2 2 1
uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F~ 5 a F -~ —3.
Priklad 8.16:
Vypocitejte dvojny integral
L dud s
Qny ray , , ///\\300
// P BN // //\\/
. s , / z S ¢ >
kde oblast €2 je nakreslena na vedlej$im obrazku. ! ,/ e o K
/ //// \ \
feSeni: i . s . \
0 1 2 T

Zjistime vzor oblasti 2 pfi prevodu do polarnich sourad-

nic @71 (Q) = (1,2) x (%, %) a uzijeme (*)

1 1 i intdt
it f[ A [ ha [
Q (1,2)x(x,z) 2 sintcos?t = (1 —cos®t)cos?t
—_——

s
’x

:% \% (2+f) ln(1+f)

1
=5 f In(v3+2)(vV2-1).

/1 sintdt /T dw 1% (2 Lt LYy,
= —_— = — —_ - w —
= (1—cos®t)cos?t : (I-w?Hw? 2/ \w? w+l w-1

{ﬂz%[ln”—wﬁl % n(2+V3) ~In(1+ V2) ,
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~S
o

$
“f9

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, § ~

INE

Na zavér uvedeme piiklady na uziti sférickych (kulovych) soufadnic pro vypocet trojného integralu.

d: x=rcostsins

y =rsintsins 0<r, 0<t<2m, 0<s< 7.
Z =TCOoSS
Protoze
costsins sintsin s CoS S
|det D®| = |det | —rsintsins rcostsins 0 =r?sins ,
rcost sins rsintcost —rsins
dostaneme

// f(x,y,z)d:cdydz:/// f(rcostsins,rsintsins,rcoss) - r®sinsdrdtds .
Q 3-1(Q)

Poznamenejme, Ze v nékterych ucéebnicich se uziva odlisny tvar sférickych soufadnic

$: x=rcostcoss
y =rsintcoss 0<r, 0<¢t<2m, —
z=rsins

<s<

| 3
vl

pak oviem vychazi |det D®| = r? cos s.
Priklad 8.17:
Vypocitejte trojny integral

dedydz ,kde Q = {[z,y,2); 1 <2®+9*+22<9,2>0,y>0, 2>0,}.

=

feseni:
Prevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnozinu 2 ndm dava 1 < r < 3, z dalsich t¥i
podminek dostavame 0 <t < Z a0 < s < Z, neboli ®(Q) = (1,3) x (0,%) x (0, 5). Dosadime a vypocteme

///#dxdydz—/// reoss -r?sinsdrdtds =
TRV ST (1,3)x(0,%)x(0,%) \/r200s2t51n s+ r2sin? tsin? s

3
z s 1
= rdr/ ldt/ cossds{r—] [t]§~[sins]02:—37r.
) 3 3

Priklad 8.18:
Vypocitejte trojny integral

///(x2+y2)zda:dydz ykde Q = {[z,y,2); 1 <a? + 92 +22 <4, 22 +9y2 < 2% 2>0,}.
Q

FeSeni:

Pfevedeme do sférickych souradnic Prvni podminka vymezujici mnozinu Q ndm déava 1 < r < 2. Z druhé
podminky dostaneme 72 sin® s < r2 cos? s, neboli | tg s| < 1, coz spolu s tieti podminkou dava 0 < s < Z. Na
proménnou ¢ neni kladen zadny pozadavek, a tedy ®~1(Q) = (1,2) x (0,27) x (0,%). Dosadime a vypocteme

/// (2% + y*)z dedydz = /// (7“2 cos® tsin® s + r? sin” ¢ sin® s) - 7Tcoss - r?sin s drdt ds =
Q (1,2) % (0,27) X (0, %)
3 2 27 % 9 21
:/// r® sin scossdrdtds:/ 7"5d7"~/ 1dt~/ sin“ scossds = —m
(1,2) % (0,27) % (0, ) 1 0 0 4
—_—— ——

—21 =27 _
=3 =

N
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Uvedeme vypocet tfetiho integralu (ostatni jsou zfejmé)

i =2 4
. w
/ sm3scossds:/ w? dw = [—}
0 0 4 Jo

uzili jsme substituci w :=sins, atedy dw =cossds, 0~»0a

<

R

S

“f9

s
4

Priklad 8.19:

Zjistéte soufadnice t&zi$té rovinného utvaru na obrazku (je-li hmota rozlozena stej- Y 0
nomérné, neboli hustota je konstatni p(z,y) = 1). 0
2
feseni: -
Nejprve vyjadiime jednotlivé ¢asti hranice {2 pomoci funkénich vztahu —2 2
1 1
y=-—5 +1 (1. kvadrant) y=5 +1 (2. kvadrant)
3 3 -3

y=-—57- 3 (3. kvadrant) y=5%— 3 (4. kvadrant) .

Protoze utvar na obrazku je symetricky podle osy y, prvni soufadnice tézisté je
ziejmé nulova x7 = 0.
Pro vypocet druhé soufadnice budeme potiebovat dvojné integraly

m://ld:cdy:Q// ldxdy, a My://yd:cdy:// yda:dy+// ydzdy ,
Q Ql Q Ql QZ

prvni integral vyjadifuje hmotnost, druhy tzv. staticky moment. Pfevedeme tedy dvojny integral na dvojnasobny

pomoci Fubiniovy véty a dopocitdme

wz [ awm e [ ([ i) a2 (0 o o) e

=—2z+4

2 172
:4/ (2—x)dx:4[2x——x2} =
0 2

(Hmotnost miizeme vypocitat téZ pomoci vzorcii pro obsah trojuhelnika.)
V pripadé druhého integralu postupujeme podobné

//Qlyda:dy:/; (/13ydy> dx = %/02 ((1—%30)2_(;30_3)2) i
—_—

2

1 =—22248x—8

2
1
:/ (—2® + 4o — 4)dx = [513+2x24x
0

0

integral pres ()2 je vzhledem k symetrii roven integralu pres {21; mizeme se presvédcit téz vypoctem

0 1+%$ 1 0 1 3
// yd:cdy:/ / ydy d:c:—/ <(1+—:c)2(—:c+3)2) dzx =
Qo -2 —32-3 2/ 2 2

2./,

1
My://ydmdy:——ﬁ.
Q 3

Odtud mame

1[0 1 0
:—/ (—x2—4x—4)dx:—[§$3+2x2+4x]
—2
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M, -3¢ 2
yr = —= 2
m

8 3

Tézisté rovinného ttvaru je tedy 7' = [0, —2].

Priklad 8.20:

Zjistéte soutadnice tézisté rovinné desky ve tvaru rovinného ttvaru na obrazku, Y
jejiz hustota je p(z,y) = y+3 19
FeSeni: =2 2 -~
Jednotlivé ¢asti hranice 2 mame vyjadfeny pomoci funkénich vztahti jiz z predcho-
ziho prikladu
1 1
y=-3% +1 1. kvadrant y=32 +1 2. kvadrant
-3

3 3
Yy = —530 —3 3. kvadrant Y= 530 —3 4. kvadrant .

Protoze atvar na obrazku je symetricky podle osy y a hustota je vzhledem k pro-
ménné x konstantni (nezdvisi na ni), prvni soufadnice tézisté je opét ziejmé nulovad xr = 0 (lze se presvédcit
vypoctem).

Pro vypocet druhé soufadnice budeme potiebovat hmotnost

m = // acydxdy—/ —dd —2// wdd
o 4
3
My=//yp($,y)dxdy=// yY dxdy:?// yY
9] Q 1951

(opét jsme vyuzili symetrie). Pfevedeme na dvojnésobné integrdly pomoci Fubiniovy véty a dopocitame

a staticky moment

1 3 dxdy

1-1z

1 2 1-1z 1 2 1 -3
—2// y+3 :_/ / (y+3) dy da::—/ [—y2+3y] dx =
(o} 2 /o 843 2 /o 2 3r-3

2 2

1?1 1\* /3 2 13

= S (1-z22) — (22— 1——g—2 de —

2/0 <2 (( 235) <2x 3) +3< 5% 2:c+3 x
1 [? 1 1,17 1 8, 14
== — 22 — 23 dx = = —x? -2 =2(16—-4—2)= —
2/0(8 x—z°)dz 2{8:5 x 31]0 2(6 ) 3

podobné v ptipadé druhého integralu

1 2 1\° 3 3 1\? 3 2
= 2(1-2z) —2( 22— 1—2z) —9(2z— d —
12/, < ( 2:c> (2:19 3) +9< 2:c> 9<2x 3 T
1 [? 1
=1 (=16 — 122 + 242° — T2°) dox = —

v

Druhé soutradnice tézisté je podil My, a m

Teziste desky je T = [0, —Z].
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9. Objem pomoci trojného integralu

Priklad 9.1:
Vypocitejte obsah rovinného obrazce

FeSeni:
Obsah budeme pocitat dvojnym integralem z jednicky pres oblast €2. Nejprve

si tuto oblast nakreslime. Jeji dolni ,okraj* je popsan rovnici hyperboly y = %
a horni ,,okraj“ parabolou y = 7z — 3x2. Vypo¢itdme priseciky obou kfivek, y = Tx — 322
pricemz dostaneme kubickou rovnici
|
4 2 3 2 : 0
— =7z -3z 3z° —Tz"+4=0, X
T |
|
kterou obecné neumime fesit (uzivaji se tzv. Cardanovy vzorce). V naSem pfi- : y=12
padé si uvédomime, Ze jeden z kofent bude jisté 1, proto mizeme polynom levé : . I
strany rovnice postupné rozlozit : !
! |
3 2 (0 2 fr A — (o — _ ' !
3 =T +4=(x—-1)Bz" -4z —4)=(z—-1)(z —2)(3z +2) E :
|
a ziskame kofeny 1, 2 a % Dvojny integral pak prevedeme pomoci Fubiniovy ' —
véty na dvojnasobny 1 2

2

2 Tz—3z7 2 4 7 7
P(Q) = ldedy= | ( ldy)de = | (T2 —32> — =)dr = |z2® —2® —4Inz| == —4In2.
Q 1 4 1 X 2 2

1

x

—_———

— . 4
=Tx—322—-2

Priklad 9.2:
Vypocitejte objem télesa

Q= {[:c,y,z];O <z<lly<z,0<2< :cyz} .
Feseni:
Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pfes oblast (2. Nejprve si na- y y=2x
kreslime ”"podstavu” télesa Q, pficemz podminku |y| < x pfepiSeme na —x <y < z. Z
obrazku pak vidime, jak trojny integral pfevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny
integral

V(Q)=///Qldxdydz=/01(/_Z(/;y21dz)dy)dx: N
b

zy?
Lo 2 ! 2 [°]' 2 y=-=
= 2d d:—/ Ydr =S || ==
/0(/_96”‘”)3030””3335015

———
37yi=x
4
T3
yi=—zx

—2.4
=2z

Piiklad 9.3:
Vypocitejte objem télesa
Q={[2,y,2;0<y<1,2°<y,0<z<2’ +y}.



9. Objem pomoci trojného integrdlu 59

feseni:

Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pres oblast 2. Nej-
prve si nakreslime ”podstavu” télesa ), pfi¢emZ podminku z? < y prepi-
Seme na |z| < |/y a dale na —,/y < x < /y. Z obrazku pak vidime, jak
trojny integral prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral

vioy = [[[ vaeasa= [ ([ i anyan -
v _

:x2+y

Uvedeme vypocet integralu podle x

e

vy 1, TE=VY 1 1 8 8
J At I TN RV o G BN ) B N A
Y Ti=—\/y

Poznamenejme jesté, Ze pii vypoctu trojného integralu je mozné zvolit jiné poradi integrace,

V(Q):///Qldxdydz:/_ll( /x:(:c%ry)dy )dx =
&

[z 12| =1 _1 3
=[22y+392]) " =5 +a2—Fat

27" 3 107 |, 15’

vysledek je stejny.

Priklad 9.4:
Vypocitejte objem télesa

Q={[r,y,2;0<y<1,0<2 < \fy,0<z<a+y°} .
FeSeni:
Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pres oblast (2. Nejprve
si nakreslime ”"podstavu” télesa (2, pficemz podminku x < ,/y piepiSeme na

2% < y. Z obrazku pak vidime, jak trojny integral pfevést pomoci Fubiniovy
véty na trojnasobny integral

v = [f[ rasayes= [ /ﬂ / | d2)de) dy =
b=

1 Vi VaI 5 1 2 .1' 1 2 15
2 5 2 T
—_—

Poznamenejme opét, Ze pri vypoctu trojného integralu je mozné zvolit jiné poradi integrace,

V(Q):///Qldxdydz:/ol( /x:(x-l—yz)dy )dx =
&

y:i=1
T WS S

yi=xz

1 1
1 1 1 1 1 1 15

:/ —tr—ad— a2l ) de=|cx 4+ 22 - Sat - 27| = =,
0o \3 3 3 2 4 21 |, 28
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vysledek je stejny.

Priklad 9.5:
Vypocitejte objem télesa

Q={[r,4,2;0<y<2,0<20<y,0<z <y’ —a?}.

FeSeni:
Objem budeme pocitat trojnym integralem z jedniCky pres oblast 2. Nejprve 4
si nakreslime ”"podstavu” télesa (2. Z obrazku pak vidime, jak trojny integral
prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral
=2z
2 4 y2—a? Y .
V(Q):///ldxdydz:/(/ (/ 1dz)dz)dy =
Q o Jo Jo - :
N——— 1
=y2—g2
2t 11 2 11, 11 16 11
2 2 3 4
= — d dy = — dy=— |- = —=—.
/0(/0(y z7)dx ) dy a1 ) VW 24[411}0 54 1° 6
—_———

Y
—[y2p—1,3]%=2 11,3
,[ya, 31] 07241}

=

Poznamenejme opét, Ze pri vypoctu trojného integralu je mozné zvolit jiné potadi integrace,

V(Q):///Qldxdydz:/ol( /Zi(y2—x2)dy )do =
Jo

1.3 2
1
8 2 8 2., 2 11
— Z_9 2_~2.3 d N _s23_“ .4 I
/0 (3 v 3:”) v [3:” 37 T, T 6

vysledek je stejny.

Priklad 9.6:
Vypocitejte objem télesa
Q= {[ac,y,z];O <z <2,y<r<2y,0<2< acyQ} .

FeSeni:

Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pres oblast 2. Nejprve
si nakreslime ”podstavu” télesa (). Z obrazku pak vidime, jak trojny integral
prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral

v = [[[ rasayis - /f< [ /0“’2 L d2)dy) do
b

2

Priklad 9.7:
Vypocitejte objem télesa

Q={lr,y,2;0<2<3y,0<y<1,0< 2 <2 +y?}.
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FeSeni:

Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pies oblast (2. Nej-
prve si nakreslime ” podstavu” télesa 2. Z obrazku pak vidime, jak trojny
integral pfevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral

Y
1 3y 2 4y? 1 T
V(Q):///ldxdydz:/(/ (/ 1dz)dz)dy = ¥=3
Q o Jo 0 |
———— 3
:z2+y2
1 3y 1 1 1t
:/ ( / (22 + %) dx ) dy :/ 12y3 dy = 12 [—y‘l} =3
0 0 0 47 ]
—_——
:[§+y2x}::y:12y3
nebo jinak
3 1 3 3
1 28 1 1 7
V(Q) = 24+9%)d d:/—z——3d———3—4—3
@ = [ [ w =[Gt Gate = (g gt
—_——
:[x2y+%}y::1:%+x2—§x3
y=%
Priklad 9.8:
Vypocitejte objem télesa
Q= dla,y 2,0 <y <1,0< 2 < arctgy,0 < » < —0°
=<z, y,2]; x < arc z .
’y7 ) — y —_ b} —_ —_ gy’ — —_ 1 + y2
FeSeni: Y
Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pres oblast (2. Nejprve
si nakreslime ”podstavu” télesa (). Z obrazku pak vidime, jak trojny integral 1
prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral
Y= tgx
1 arctgy % Vv .
V(Q):///ldxdydz:/(/ (/ 1dz)dzx)dy = 7
Q o Jo 0

1 arct, 1 2 T 2 317 3

1 &y arctg® y /4 t 9 adl I

- 6rde Vdy=3 [ T8 Vg3 a4+ yat=3|-] =1,

/o(1+y2 /0 ) dy /0 Trge W3 T U 3], 64
—

=[3a2]% 257" 8 Y =3 arctg? y

1 s

pouzili jsme substituci ¢ := arctgy, pak dt = 175 dy tedy dy = (1+y%)dt,0~0al~ %
Opét Ize volit jiné poradi integrace

it 6x B = i s 3 i 3
— — yi=1 _ 2 3 _
V(Q) = /0 (/tg:c Tyzdy) dx = /0 6 [arctg yl, —iop = /0 Gx(z —x)dr = [Zﬂx -2z L = 51’

nebot Q lze charakterizovat také nerovnostmi 0 < x < TJatgz<y<1l

Priklad 9.9:
Vypocitejte objem télesa

Y
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feseni: 9
Objem budeme pocitat trojnym integralem z jedniCky pres oblast 2. Nejprve si

nakreslime ”podstavu” télesa 2. Z obrazku pak vidime, jak trojny integral prevést :
pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral }/ y=e

6

V(Q):///Qldxdydz:/lz(/olny(/o;1dz)dx)dy: BT E
—_—

6z

Yy

2 1ny6 2312 In2 0
:/(/ —xdx)dy:/ nydy:3/ 2t =[]0 =2,
1 Jo Y 1 Y 0
—_———

_{3w2}lny
v lo

pouzili jsme substituci ¢ := Iny, pak dt = % dy tedy dy = ydt, 1 ~>0a 2~ In2.
Opét Ize volit jiné poradi integrace

In2 2 6 In2 =2 In2 ) 31ln2 3
V(Q) = ; (| —dy)dz= ; 6z [Iny|, — . dx = ; 6z(In2 — z)dr = [32°In2 — 2z ]0 =1In"2,

x

nebot Q lze charakterizovat také nerovnostmi 0 <z <In2 ae® <y < 2.

Priklad 9.10:
Vypocitejte objem télesa

Q:{[x,y,z];OSySl,OSxS\/l— ,O§z§4xy}.

feSeni:

Objem budeme pocitat trojnym integralem z jednicky pres oblast (2. Nejprve
si nakreslime ”podstavu” télesa , pficemz podminku z < /1 — y piepiSeme
na0<z<1lay<1-—2a2 Z obrazku pak vidime, jak trojny integral prevést
pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral

V(Q)///Qldxdydz/01(/01_x2(/14xy1dz)dy)d:c
L

1 1—x 1 , L
:/O (/0 4$ydy) d$:/() [QIyQ}Zz(l)ix dgj:/o 2I(1—$2)2 dr —

1 1
1

= / (22 — 42® 4 22°) dx = |:$2 -zt + —xG} =

0 3 1o

W] =

Nebo v jiném poradi

1 T—y 1 o
V(Q) = /0 (/O drydr)dy = /0 2y [IQL;;:O v dy =

I
S—
>
[\&]
—~
—_
|
NS
S—
NS
QL
N
I
S—
>
—
[\~]
NS
|
DN
N
[\v]
S—
QL
<
I
| — |
N
[V}
|
w
NS
w
| IS
—
I
W



10. Krivkovy integrdl

10. Krivkovy integral
V nésledujicich ptikladech médme zadanou kiivku parametricky pomoci rov-
nic
7w =pu(t)
y=¢2(t)

Pii pocitani kiivkovych integréld pro nas bude mit klicovy vyznam teény vektor 7 = (¢, ¢h) a vztahy

te{a,p).

ds = |7 dt, a dr =T7dt.

Priklad 10.1:
Vypoditejte kiivkovy integral

1 o x=v1+4t
—ds a /(:c,y)df', kde 7 te(0,3).
v TY ¥ y=+v1-—1t

FeSeni:
Nejprve vypocitame ten spravny tecny vektor

7= (VI (VI-1)) = (2\/11+t’ _2\/11t) '

Odtud miZzeme snadno dosazenim do vztahu dr = 7 dt vypocitat druhy z integrala

1

/v(w,y)df/f (\/I—H’m)'(2¢1l+t’2\/1lt> dt:/OEOdt:O.

Pro vypocet prvniho integralu vSak potfebujeme navic jesté velikost onoho teéného vektoru

7= \/(2\/%)2 - (_ﬁ/—t)Q N \/4(11+t) * 4(114) - \/5\/11——1t2

Pak dosazenim do ds = |7| dt obdrZime

ids/% 1 dt i/%dt
Lry o Jo VIFtVI—t VaVI—£2 V2Jo 112

! /%1( L )dt Lo - = 2 (1 5 1) 3
= — =+ — = ——n —In|l - =——(In--In=- | =—=.
V2o 2\1+¢t  1—t 2v/2 O 22\ 2 2) 2v2

Priklad 10.2:
Vypoditejte kiivkovy integral

8
Il
=

+

/xyds a /(y, —z)dr, kde T te(0,1).
2! 2!

<
Il
—_
\
~

FeSeni:
7 predeslého prikladu pfipomeneme tec¢ny vektor 7 a jeho velikost

. 1 1 . 1
T = sy T 5 Tl = .
(2\/1+t 2\/115) 17 V21 -2
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Dosazenim do vztahu ds = |7| dt dostaneme

/“””yds‘/ VIFTVITT s = f/

Vypocet druhého integralu je trosku technicky naroc¢néjsi, je vSak opét zalozen na vztahu dr’ = 7 dt. Po dosazeni
mame

20/I+t 21—t

1 1 1
1-—t 1+t 1 2 1 1—t
/ _ Lttt dt:_/ s gy= — )t
Dale pouzijeme substituci

1-—t 1 — w? —4w dw 1 1+ w?
=4/ — dkud pl t= dt = = 0 1,1~0
W Ty oGERa e 1T+uw?’ Qrw)?’ 1-t 202 & 2727

L<y,x>df/01<m,m>.( R —_—

a pokracujeme

1 0 2 1
1 1-1¢ 1 —4 1
— T dt = LA Y dw =2 —dw:Q[arctgw]é:ﬁ.
o 1—t 1+t 1 2w? (1+w?)? o 1+ w? 2

Priklad 10.3:
Vypocitejte kiivkovy integral

: x =14 cost
/ T+ yds kde 7 _ te(0,T).
~ Yy =sint

Feseni:
Nejprve opét vypocitame tec¢ny vektor
7= ((t+cost)", (sint)’) = (1—sint, cost)

a jeho velikost

|7 = \/(1 —sint)? + cos?t = V21 —sint.

Dosadime do vztahu ds = |7| dt a dostaneme

/«/1+yds:/2 \/1+sint.\/§~\/1—smtdt:\/5/2 \/1—sin2tdt:\/§/2 costdt:\/i[sint]og =2.
v 0 0 0

Priklad 10.4:
Vypoditejte kiivkovy integral

: x =cost
/3”26’5’ fde ! . te(0.5).
Y y =sint
rfeseni:
Vypocitame teény vektor a jeho velikost
7= ((cost), (sint) ) = (—sint, cost) , 17| = /(—sint)? + cos?t = 1.

Zbyvé opét jen dosadit do vztahu ds = |7| dt a dopocitat

z 1
2
/3:cy2ds:3/ sinztcostdt:?)/ w? dw = [ws];:l,
5 0 0



65

10. Krivkovy integrdl

uzili jsme substituce w :=sint

Priklad 10.5:
Vypocitejte kiivkovy integral
v: x=tcost
/ 1+224+92ds a /(x,y)dr, kde : te(0,m).
~y N Yy =1tsint
feseni:
Vypocitame tecny vektor
7= ((tcost)", (tsint)") = (cost — tsint, sint + tcost)
™
1
= 72,

Odtud miZzeme snadno dosazenim do vztahu dr = 7 dt vypocitat druhy z integrala

T ™
/(x,y)df':/ (tcost, tsint) - (cost — tsint, sint + t cost) dt:/ tdt = [—tz}
vy 0 0

Pro vypocet prvniho integralu potfebujeme navic jesté velikost tecného vektoru

T| = COS t - t Sin t + Sin t + t COS t -
— \/COS t - 21& Sin t COS t + t Sin t + Sin t + 2]& Sin t COs t + t COs t == \/1 + t

Pak dosazenim do ds = |7| dt obdrZime

/\/1+m2+y2ds:/ \/1+t20052t+t25in2t-\/1+t2dt:
o 0

" 2 L3

= (1+2)dt=|t+=t

O 3

wiﬁ )
0—3(3+7r).

|

Priklad 10.6:
Vypocitejte kiivkovy integral
1
. x = 35cos2t
! : te(0.3).

1
—ds, kde .
/71/4924_1 y =sint

FeSeni:
V(= sin2t)2 + cos?t = V/4sin’t 4 1 - cost .

Vypocitame tecny vektor a jeho velikost
(—sin2t, cost) , |7| =

7= ((%coth)’, (sint)’> =

™

2 ks
costdt = [sint]g =1.

\/4sin2t+1costdt:/
0

Zbyva dosadit do vztahu ds = |7] dt a dopoditat

1 2 1
7(15:/ 1
/7\/4y2+1 0 V4asin?t+1

Priklad 10.7:
Vypoditejte kiivkovy integral
v

/(y?’,:cQ) dr, kde
¥

|

te(1,2).

< 8
Il
~
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Vypocitame tecny vektor

Odtud dosadime do vztahu dr = 7dt a pocitame

2 1 1 2 1 1 t2 2
3 2 rg— 3 . [ — = — = _— = — = —
/Y(y,x)dr—/l (t tz) ( t2’1) dt /1 (t2 t) dt [ ; 2]1 1.

Priklad 10.8:
Vypocitejte kiivkovy integral

FeSeni:

1 v r=t+Vt
/ r+y+-ds, kde te(l,4).
¥ 2 y=t—\t

Vypocitame tecny vektor

:<(t+\/_) (t— \f)’)<1+2iﬁ,12iﬁ)

a jeho velikost

|F|=\/(1+2L\/E)2+(1_2%/E)2:\/§ 1+ L _s 4t+1

Dosadime do vztahu ds = |7] dt a dopoéitame

/,/x+y+ dsf/ ,/2t+— \/4“1(1 7/ 4t+1 -

J/W/ = = 2

Priklad 10.9:
Vypocitejte kiivkovy integral

fesSeni:

v: x=1t+ arctgt

(y27 —Iy) dr ) kde
[v y=V1+1t

te(0,1).

Vypocitame tecny vektor

= (rargry . (ViTE) ) = (14 == ) = (5. ).

1+t27 1+ 2 14+t27 1+ 2

Odtud dosadime do vztahu dr = 7dt a pocitame

! 2+ t2 t
/(y2a*€ﬂy) df’:/ (1+t2,7(t+arctgt)\/1+t2) . <L 7> dt =
v 0

1+12 V1522
1 1 1 1 1
:/ (2+t* —t- (t+arctgt)) dt:/ (2 — tarctgt) dt:/ 2dt—/ tarctgt:Z(lofw).
0 0 0 0

—_—— ——
=2

(N

—_z
—4
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Posledni integral fesime metodou per partes (po ¢éstech)

1 2 1 1
t“+1 1 s 1
t tgtdt = tgt| — —dt=—— =
/0 arctg { 5 arcg]o /02 1 5

volili jsme za f'(t) =t a g(t) = arctgt, odtud ndm vyslo ¢'(t) = H% a mizeme vzit f(t) = t2;1.
Priklad 10.10:
Vypocitejte kiivkovy integral
dxy / oy 3o v z=t2
—————ds a 2y — Inx, x%) dr , kde te(l,2).
[,\/1—1—4302 A,(y ) y=Int (1,2)

FeSeni:
Vypocitame tecny vektor

= e ) = (..

Odtud miZzeme snadno dosazenim do vztahu dr = 7 dt vypocitat druhy z integrala

2 ? 2 44 1 ? L2 _ 15
/(2y—lnx,x )dF:/ (2Int —Int ,t)-(2t,—) dt:/ tdt == [t]] = —.

Pro vypocet prvniho integralu potfebujeme navic jesté velikost tecného vektoru

1\* !
=yt () = \am g = VAL

Pak dosazenim do ds = |T] dt obdrzime

2 42Int 1

dxy
——ds = —_—
A\/1+4x2 1 V144t t

Predposledni integral jsme Fesili metodou per partes (po ¢éstech).

Priklad 10.11:
Vypocitejte kiivkovy integral

1
(2y, 22) dF kde ' it2 te(1,2).
2

1
—ds a /
[,x\/1+8y3 ¥ y=

feseni:
Vypocitame tecny vektor

~(()-6))-(5)

Odtud miZzeme snadno dosazenim do vztahu di = 7dt vypocitat druhy z integrala

2 1 1 1 2 1 2
2y, 22) dFf = 2.2, =) |—=.,t] dt= —1+—)dt=[lnt—t]{ =In2-1.
fiewsrar [ ata) (cae)am [ (ceg) a=tae-ii=m

Pro vypocet prvniho integralu potfebujeme navic jesté velikost tecného vektoru

2
. / 1 1 1
|T|: (_t_Z) +t12= = t—4+t2:t—2\/1+t6-

2 2
—V1+4ttdt = :4/ tlntdt:Q[tQIHtﬁfQ/ tdt =8In2—3,
1 1

67



68 Frantisek Mosna: Resené priklady z Matematiky III.

Pak dosazenim do ds = |7] dt obdrzime

1 2 t 1 21 2
dS:/ — .\ 14+t = :/ —dt =[Int]; =In2.
/vx«/1+8y3 L VIEE 2 L=t

Priklad 10.12:
Vypocitejte kiivkovy integral

. x=tcost
/3\/:52 +y2ds, kde 7 t e (0,2m).
ol

y =tsint
FeSeni:
Vypocitame tecny vektor
7= ((tcost)', (tsint)’") = (cost — tsint, sint + tcost)
a jeho velikost
|7 =V1+¢t2.
Dosazenim do ds = |7| dt obdrzime
2 3 27
/3\/302 +y2ds :/ 3VE2 -1+ t2dt = 5/ 2\/1 + 12 dt

0% 0 0

a déle pouzijeme substituci w := 1 + ¢2, odkud plyne du = 2tdt, 0 ~ 1 a 27 ~» 1 + 472, a tedy

3 [ 3
5/ 2t\/1+t2dt:§

0 1

1442

3 2 2
Vwdw =33 [wvaw], ™™ = (1 +47%)V/1 + 472 — 1.

Priklad 10.13:
Vypocitejte kiivkovy integral

16z v: z=t—Int
" s, kde te(1,3).
[y\/y4+64 y=2V2t (1,3)

FeSeni:
Vypocitame tecny vektor

t

7= ((t—lnt)’, (2\@)') - <1% 2)

a jeho velikost

Zbyvé dosadit do vztahu ds = |7] dt a dopoditat

1 P t—Int V41 5 Int
/ids:/ nt ver dt:2/ (1—==)dt = [2t—n?1]} =4 —n?3.
o Vy+ 64 L V6a2+64 . t

Priklad 10.14:
Vypoditejte kiivkovy integral

: = tcost
/\/mQ +y2ds a /(m,y)df’, kde 7 te(0,m).
2! 2!

Y= Vitsint
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FeSeni:
Vypocitame tecny vektor

7= ((\/Ecosﬁ)'7 (\/Esint)') = ((;O—\j;—\/ismt 2\/_+\/1_fcost)

Odtud miZzeme snadno dosazenim do vztahu dr = 7 dt vypocitat druhy z integrala

[ = [ (Vicost. Visint) - (57 - Visine, 3%+ Vicost ) i -

T (cos?t tsint t—i—Sith—i—t' {cost Wldt T
= — tsin in = —dt = —.
; 5 sin t cos 5 sin t cos 2 5
Pro vypocet prvniho integralu potifebujeme navic jesté velikost tecného vektoru
17 (cost Jisi t)2+<sint+\/g t)2
7| = —— — Vtsin — cos =
2/t 2/t

cos? t intcost 4 tsi 2tJrsinzt ntcost 4 tcos?t \/tJr 1 \/4t2+1
= — sintcos sin — sint cos cos?2t = — = )
4t 4t 4t 4t

Pak dosazenim do ds = |7| dt obdrZime

w1 1 1 1
/ 22 142 ds—/ + 5 4t2+1dt:Z7r 4772+1+§ln(\/47r2+1+277).
_,_/
=1

N

zastavit. Vypocteme nejprve jiny integral, totiz

/71 dt:_l/ 4W2+1_2W—2w -1+w2d = 1[lnw]m72”:
0o VA4t2+1 4 Jq 14+ w? w2 1

1 1
- —5111( 47r2+1727r) - §ln(\/47r2+1+27r) ,
pouzili jsme (Eulerovu) substituci danou rovnosti v4t2 + 1 = 2¢ + w, odkud plyne

1—w? 1 1+ w?
t= 4w , dt=— Ig’ dw, VAZ+1=2t+w= ;“’ O lam— /a2 +1— 27,
w w

Nyni se vratime k pivodnimu integralu a pouzijeme na néj metodu per partes (po Gastech)

j= 1-\/4t2+1dt:[t\/4t2+1r—/ R T
/0 0 0 \/4t2+1
=mv4nr2+1

T oA 4+ 1 1
VI 11 _/ 7dt+/ 1w,
0 VA2 +1 0 VA2 +1

=I :% ln(\/47r2+1+27r)

zvolili jsme funkce f/(t) = 1 a g(t) = V412 + 1, odtud pak mame f(t) =t a ¢'(t) = ——L

4t2+41°
1
I=m\4r2 +1-1+ §ln(\/4772+1+27r) ,

Na zavér dostavame rovnici

odkud obdrzime

1 1
I=3m 47r2+1+11n(\/47r2+1+27r).
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11. Plosny integral

V nésledujicich piikladech médme zadanou plochu parametricky pomoci rovnic

k: x=v1(u,v)
z = pa(u,v) (u,0) € Q.

y = ¢3(u,v)

Pii poéitani plosnych integralt pro nas bude mit kli¢ovy vyznam normélovy vektor 7 = 7 x ¢ (kolmy na plochu
9p1 Opa Ops = _ (Op1 Op2 Ops £
Bu’au’au)ao—i(av’av’8U>'Dale

k), ktery ziskdme jako vektorovy souéin dvou teénych vektori 7 = (

pak budeme pouzivat vztahy
a dS =vVdudv.

dS = |V] dudv,

Priklad 11.1:
Vypocitejte plosny integral

K I = UCOsSv

//st, kde y=usinv  we(0,3) ve(0,5).
" Z:U2

feseni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory, jejich vektorovy soucin a jeho velikost

7= (%u CO8V, o sin v, %UQ) = (cos v, sinv, 2u)

%) = (~usinv, u cos v, 0)

L0 :
¢ = (=—ucosv, —usinv, —u
(81) " Qv v
V=7xd=(det <T2 T?’) , —det (Tl T3> ,det <T1 T2>) = (—2u? cosv, —2u’sin v, u)
g2 O, 01 03 o1 02

|| = \/(—2u2 cosv)? + (—2u?sinv)® + (u)? = uv/4u? + 1.
Odtud dosazenim do vztahu dS = || du dv pfevedeme plosny integral na dvojny a ten pak vypocitdme pomoci

Fubiniovy véty

z 3
//QdS:// < >2ux/4u2+1dudv:/ dv-/ 2uv/4u? + 1du =
K (0,3)x(0,% 0 0

T [ dw w 2 37 T
T ouva M T vl = T(37VET -1
/1 ww- oo =g 3 oVl = 5o )

2

v poslednich vypoctech jsme provedli substituci w := 4u? + 1, odkud jsme dostali dw = 8udu, 0 ~ 1 a 3 ~ 37

Priklad 11.2:
Vypocitejte plosny integral
K: X =ucosv

y=usinv  we(0,2) ve(0,3).

//\/42—1—16[5 a //(x,y,z) ds , kde
K K 2
z=u

FeSeni:
7 ptedchoziho prikladu pfipomeneme potfebné te¢né vektory a jejich vektorovy soucin
= (cos v, sinv, 2u)

= (—usinv,ucosv,0)

QL =y

(—2u? cos v, —2u? sinwv, u) .

V=7x&
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Dosadime do vztahu dS = 7 du dv, prevedeme ploSny integral na dvojny a ten pak vypocitdme pomoci Fubiniovy
véty

/A(m,y,z)dgz //<072>X<0’

. 2 2 2
) ) AT T ) =
(ucosv,usinv,u”) - (—2u” cosv, —2u” sin v, u) du dv
)

Z—// u3cludv:/2 dv-/ u3du:z-—[u4}§:27r.
(0,2)x(0,%) 0 0 2 4

Pro vypocet prvniho integralu pripomeneme jesté velikost norméalového vektoru

|7] = uv4u? + 1.

Pak opét dosazenim do dS = |V/| du dv pfevedeme plo$ny integral na dvojny a ten pak pfevedeme na jednoduché
pomoci Fubiniovy véty

jus
2

2

3 2 1
//\/4z+1d5':// \/4u2+1-u\/4u2+1dudv:/ dv-/ (4u3+u)du:z-[u4+—u2] =9r.
K (0,2)x(0,%) 0 0 2 2

0
=4u3+u

Priklad 11.3:
Vypocitejte plosny integral

K I = UCOsSv

//H 7\/4:?? ds a /A(—y7x7xy2)d§, kde y:uzsinv u€(0,1) ve(0,).

zZ=1U

FeSeni:
Opét z predchoziho prikladu prevezmeme dva teéné vektory a normalovy vektor

7 = (cosv, sinv, 2u)
7 = (—usinv,ucosv,0)
7=7xd=(—2u®cosv, —2u’sinv, u).

Opét dosadime do vztahu dS = du dv, pfevedeme plosny integral na dvojny a ten pak vypocitdme pomoci
Fubiniovy véty

//(fy,:c,:cyz) ds = // (—usinv,ucosv, u* sinwv cosv) - (—2u? cos v, —2u?sin v, u) du dv =
K (0,1)x(0,%)

:// u5sinvcosvdudvz/ usdu-/ sinvcosvdv = —,
(0,1)%x(0,%) oo 12
[ S —

=3 =Jo wdw=3

ve vypoctu posledniho integralu jsme pouzili substituce w := sinv.
Podobné jako v predchozim pfikladu i zde pro vypocet prvniho integralu potfebujeme velikost norméalového

vektoru
7] = uv4u? + 1.

Dosazenim do dS = || du dv pievedeme plosny integral na dvojny a ten pak pfevedeme na jednoduché pomoci
Fubiniovy véty

2 . 1 s

Ty u“ cosvsin v 3 2 1

————dS = // — uvV4u2 + 1 dudv = / u du-/ sinvcosvdv = —.

//n viz+1 (0,2)x(0,3)  Vdu?+1 0 0 8
—_— ————

jus
2

.3 _1 _r1 _1
=u3 sinwv cosv =3 = [y wdw=3
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Priklad 11.4:
Vypocitejte plosny integral

K T = UCOSv

12 3 i
//?\/st a //(ya—x,zz)dS, kde y=usinv  wel0,1) ve(0,3).
g " z=Vu

feseni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin

0 0 1
7= (%ucosv, %usinv, %\/ﬂ) = (cos v, sinv, m)
d= (%ucosv avusinv, %\/ﬂ) = (—usinv,ucosv,0)
L LS To T3 _ 1 T3 1 T2 _ _1 _1 ;
UV=7x0d=(det (02 03) ,—det (01 03) ,det (01 02)) = ( 2\/acosv7 2\/ﬂsmv,u).

Dosadime do vztahu dS = Fdudv a vypocitame druhy z integralt

o 1 1
//(y7 —x,2%)dS = // (usinv, —ucosv,u) - (—=v/ucosv, —=+/usinv, u) dudv =
K 0,1)x(0,%) 2 2

:// ududv*/ dv/uduf
(0,1)x(0,%)

1
2

Pro vypocet prvniho integralu potifebujeme velikost norméalového vektoru

1 2 1 2 Vau
|7 = <§\/ﬂcosv> +<§\/ﬂsinv) +u2:7\/1+4u.

Pak dosazenim do dS = |V/| du dv obdrzime

A L

(0,1)x(0,%)
50— 1 5
:6/ dv-/ux/1+4udu:6-ﬁ/w— \/Ed—wziﬂ/ (w%—uﬂ)dw—
A 1160 ),
3 , 2 2 2 2\ o«
_z 25v5 - = 2. ) ="p 1
16" ([ Vil [w ]) 16" (5 V-3 5¢g+3> 2(BV5+ 1),

pouzili jsme substituci w := 1 + 4u, odkud jsme dostali dw = 4du, u = “’T_l, 0~~1al~b5.

Priklad 11.5:
Vypocitejte plosny integral

K: T =3ucosv
//xzdS, kde y = usinv ue(0,2) ve(0,%).
" z:éu
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Zjistime tecné vektory T a &, jejich vektorovy soucin 7 x & a jeho velikost

. 01 1 . 03 1 I VE]
7= (%gucosv, 5a 2u5n Y, %TU) = (5 cos v, 5 sinv, 7)
L, 01 1 . 93 1 .1
a:(%§ucosv,a S usinY, == ):(—iusmv7 iucosv,O)
§ o7 x = (det (72 73) . det (n Tg) det (ﬁ Tz)) _ (—ﬁucosv,—ﬁusinv, lu)
09 O3 g1 O3 o1 02 4 4 4

Dosadime do dS = |7| dudv a obdrzime

//aczdS:// 1ucosv-ﬁu-gdudv:
K (0,2)x(0,%) 2 2 2
:// QUSCOSUdud’UZ
(0,2)x(0,%) 8

2 2 3 1 L4
/ u3du-/ cosvdvzi-—[1/1}2-[Sinv]02 =

I
SES

Priklad 11.6:
Vypocitejte plosny integral
K: x=2cosusinv

// xzdS , kde y = 2sinusinv u € <0,§> v € <0,%> .

z = 2cosv

FeSeni:
Zjistime tecné vektory T a &, jejich vektorovy soucin 7 x & a jeho velikost

. 0 0
T = (z—2cosusinv, —2sinusinv, —2cosv) = (—2sinusinv, 2 cosu sin v, 0)
ou ou ou
S 0 . 9, . . . .
& = (=2cosusinv, —2sinusinv, —2 cosv) = (2 cosu cosv, 2sinu cos v, —2 sinv)

ov ov ov

2 Tg) , —det (Tl TS) ,det (Tl 7'2)) = (—4cosusin® v, —4sinusin® v, —4 sin v cos v)

7=7xd=(det
02 03 01 03 o1 02

|17|2 = (-4 cos u sin” v)2 + (-4 sin u sin? v)2 + (—4sinv cos v)? =
= 16(cos? usin® v + sin? u sin* v 4 sin? v cos? v) = 16 sin® v(sin® v 4 cos? v) = 16sin’ v

=sin* v
|V] =4sinwv.

Dosadime do dS = |7| dudv a obdrzime

//aczdS:// 2cosusinv-2cosv -4sinvdudv =
K (0.5)x(0.3)

2 16
:16// cosusinzvcosvdudv:IG/ cosudu~/ sinvcosvdy = — ,
(0,3)%x(0,%) 0 0 3

=1 :fol w2 dw=1%

pouzili jsme substituci w := sinv.

Priklad 11.7:
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Vypocitejte plosny integral

ki x= ‘/7§ucosv

//(yfz,zfx,xfy)dg, kde yz@usinv u € (0,3) ve(0,m).
" z:gu

feseni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin

0 V2 9 V2 in a\/ﬁu V2 S’U@sinv Q)

7= (Gg g ueos v g, gusine, 5 5ou) = (S cose, 5 5
o (a \/ﬁu 0S v 0 \/ius 0 \/iu) ( \/iusinv 2ucosv 0)
o=(—— _— _ = (—— -
v 2 Tov 2 Tov 2 2 2 ’
1 1 1
V=7xd = (det 20T et (Tt T3) det (T T2 )= (—-ucosv, ——usinv, —u).
o9 03 o1 03 o1 039 2 2 2

Abychom prevedli plo$ny integral na dvojny, dosadime do vztahu dS = Fdudv a ten pak vypocitdme pomoci

Fubiniovy véty
//(yfz’zfxvggfy)dg:
2 2 2 1 1 1
= // (iu(sinv -1, £u(l — cosv), £u(COS’u —sinwv)) - (—zucosv, ——usinv, —u) dudv =
(0,3)x (0,) 2 2 2 2 9

2 2 3 T
:i// u2(cosv—sinv)dudv:£/ u2du-/ (cosv—sinv)dv:—g\/i
2 (0,3)x(0,7) 2 Jo .

=1[ud]3=9 =[sinv]f+[cosv]g=—2

Priklad 11.8:
Vypocitejte plosny integral
K: T=u+tv

//(y,x,z)dg, kde Yy=u-—"uv u,v € (0,1) .

Z =Uuv

//7"” ds
v VY2 +22+2

feseni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin

.0 0 o
T—(%(quv)a%(U*U)a%W)*(1’170)
L0 0 o
o= (%(UJFU% %(U*’l’), %UU) =(1,-1,u)
ﬁ:i—’x&':(det(T2 T‘O’),—det(T1 T3>7d€t(ﬁ TQ)):(U+U7U_“7_2)'
oy O3 01 03 o1 02

Odtud mtZzeme snadno dosazenim do vztahu dS = 7 du dv vypocitat druhy z integrala

,T, 2 ds = u—v,u+v,u)- (ut+v,v—u, —2)dudv=—2 uv dudv =
(y,z,2)
K (0,1)x(0,1) (0,1)x(0,1)
1

:72/ udu~/ vdv = —2=[u*]§ - =[V*]f = —= .
) ) 2 2 2

Pro vypocet prvniho integralu potfebujeme navic jesté velikost onoho normalového vektoru

7= Jlut o) + (0= ) + (=2 = V22 + 207 1 4.




11. Plosny integrdl

Pak dosazenim do dS = |V/| du dv obdrzime

/ vty V2w +v2+2)dudv =
0,1 %(0,1) v/ (u— )2 + 2uv + 2

//ﬁds
\/_//01X<01>u+v ) dudv = /2 /u+v )du ) dv\/_/< +v> dU\/_{—erU;I)\/j

+zw] o 2+u
Priklad 11.9:
Vypocitejte plosny integral
K: T=7
// —xy,2)dS kde y =uv €(0,1) ve(1,2).
z=u?+ 2
FeSeni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin
S ou 0 9 o 1
= (77—, z—uwv, — (" +v%)) = (—,v,2u
P = (= L, (w4 0%) = (5,0, 20)
ou 0 0 U
o uv, — (u” + v ——,u,2v
§ = (5o v, = (0 +0%)) = (—,u,20)
2u? 2
V=7Tx0= (det< ? T3> —de t( T?’) ,det (Tl TQ>) = (202 72u2,7i2 72,—u).
09 O3 o1 O3 g1 02 [ [

Odtud mtZzeme snadno dosazenim do vztahu dS = 7 du dv vypocitat integral

= 2 2 2
//(ch,fxy,Z)dSZ// (5, —u2, (u2 +0?)) - (202 — 202 ,L,Q —u)dudvf
K (0,1)x(1,2) Y v?
2u® >t 2
:// (4u2+i+2uv) dudv:/ (/ (4u2+i+2uv)du)dv:
(0,1)x(1,2) v 1 Jo v

2 4 1 2 2

4 4 1 4 1 17

= {—u3+u—+u20} dv:/(——l———i—v)dv:[—v—l—lnv—i——vﬂ =—+1In2.
1 |3 v 0 1 03 v 3 2 | 6

Priklad 11.10:
Vypocitejte plosny integral

kde =02 u,v € (1,3) .

z
[ =15 y
kT +y? + 422
Z = Uuv

feseni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory, jejich vektorovy soucin a jeho velikost
0 2 0 0
7= (—u = (2u,0,v
7= (o, 0%, ) = (2u,0,0)
0 4, 0 3 0
7= (=—u 0,2v,u
7= (gou", 507 gouv) = ( )
V=7xd = (det <T2 T3> ,—det (Tl 73 ) | det (Tl T2>) = (=202, —2u?, duv)
02 03 o1 03 o1 09

7] = \/(—2112)2 +(—2u2)? + (4uv)® = 2/ut + vt + 4u2o?.
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Pak dosazenim do dS = |P/| du dv obdrzime

// 2 45— // uv
kT +y? 4 422 (1,3)%(1,3) Vut +vF + du2e?

Priklad 11.11:
Vypocitejte plosny integral

kde

N 8

//7" s

SRS

2y ut + vt + 4uv? dudo =

3 3 4218 3
:2// uvdudv:Q/ udu~/ vdv2[—] {—} =32.
(1,3)x (1,3) 1 1 2], L2]

1)2

u,v € (1,2) .

I
IS
S

FeSeni:
Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory, jejich vektorovy soucin a jeho velikost
- du 0dwv 0 1w
T (auv duu’ Ou uv) = (_’ UQ’U)
S du v 0
7= (avv dvu’ 81} w) = ( X
U=7x§=(det (72 ) ( ) det( TQ)):(—ﬂ,—zﬁ,o)
o) g1 02 u v
2 44 .4
7] = \/(23) 4 () - 2\/u,
u v u?v?
Pak dosazenim do dS = |V/| du dv obdrzime
4 .4
4 +v dudv =

ds = //
//\/x2+y 1,2)x(1,2) g 1;

2 2 ’U2 2
:2// uvdudva/ udu/vde{ } [—}
(1,2) x (1,2) 21, 1214

Priklad 11.12:
Vypocitejte plosny integral

kde Yy

[[ris.

FeSeni:

=u’—v
=v?—u u,v € (0,1) .

= uv

Nejprve vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin

T2
02

LD,y D o
T = (au( ) 8 (U - U) auuv) - (2'11,7 17”)
L0, 0 o .
7 = (5 (02 = 0), 5 (0% = w), ) = (~1,20,0)
T=7xd=( det( ) < T3>,det<“
g3 g1

)) = (—u—2v?, —2u? — v, duv — 1).
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Odtud mtzeme snadno dosazenim do vztahu dS = 7 du dv vypocitat integral
2 2 2 _
—u,uv) - (—u — 20%, —2u* —v,4uv — 1) dudv =
4,2

//(:E,y,z)dg:// (u? —v,v
K (0,1) % (0,1)
1,1 1 wi=1
// (u3+uv+v3)dudv:/(/ (u3+uv+v3)du)dv:/ {—+—v+uv3] dv =
(0,1)x (0,1) o Jo o L4 2 w0

1 1
11, 1 1, 1

— - - d:— — a2 —.4 —
/()(4—}—21)—1—1))1) [41}—1—41} +4’U:|O 1

Priklad 11.13:
Vypocitejte plosny integral

K: x=ulnv
uwe(0,1),ve(l,2).

1, =
//(QZ,O,—)dS, kde y=uv
K Y
z = 1(u® +0?)
FeSeni:
Vypocitame ty spravné tecné vektory a jejich vektorovy soucin
0 0
T = (%UID’U, %uv, 8_5( 2 + ’U2)) — (]n'U, v, u)
0 0
u? + %)) = (=, u,v)

7 — (L umoe. Luw. 22
7 (vunv’ﬁvuv’an( v
2

u
72 T3),—det (Tl 7-3),det (Tl TQ)):(02—u2,——vlnv,ulnv—u).
g, g g1 g9 v

Dosazenim do vztahu dS = i du dv dostaneme

2 o W
— —vlhnv,ulnv =u)dudv =

1. 1
//(22,0—)dS:// (u? +0%,0, —) - (v — u?,
K ) (0,1) % (1,2) uv v

1 1 vz 1 1
:// (U4+u4+2——)dudv:/ (/ (v4—u4+2——)dv)du:

(0,1)x(1,2) v v 0o J1 v v

vi=1 1
1 1

3——u4+§ln22—ln2)du:

Lrub 1
—/ [——u4v+—(lnv)2—lnv} du:/ (
0 2 v:=0 0o 9

1
1 1 1 1

= 3 —ZuP+ZIn?2—uln2| =6+ =In?2—1n2.
5 2 0 2

N 5

5
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12. Greenova, Stokesova a Gaussova-Ostrogradského véta

V tomto odstavci se budeme zabyvat vétami tykajicimi se kiivkovych a ploSnych integrald. Zopakujeme
pouze vzorce, pfesné formulace najde ¢tendf opét v [1], [2], [3], [7].

Greenova véta (1. verze):
// divfdxdy:/ f-y'éds,
Q o0

kde 1% je vnéjsi normalovy vektor hranice 92 oblasti 2, ktery m4 velikost 1, tedy |15 = 1, podobné znac¢ime
jednotkovy teény (nebo smérovy) vektor hranice 75 = %t Uvédomime si, ze div f (z) znamend zdroj, zfidlo
vektorové funkce f v bodé x. Pak lze priblizit fyzikalni smysl véty nasledovné: , Kolik funkce f v oblasti 2
vznikne, tolik musi odtéci pres jeji hranici.*

Greenova véta (2. verze):
//( on af2>d dy fdr.
ox o0

Tento vzorec obdrzime, kdyz do prvni verze dosadime funkci — f*, uvédomime si, ze pro libovolné vektory i a
¥ plati 4+ - ¥ = —@ -7+ a dif = 75 ds

// dwflda:dy_/ —fr gds= | f-tds=— /f-fodSZ/ fdr.
o0 o0 o0 o0

Gaussova - Ostrogradského véta:

//Adivfdxdydzz/éﬂfdﬁ.

Jde o zobecnéni 1. verze Greenovy véty pro tfirozmérné téleso (pfipomenme jen ds = 1% dS). Fyzikalni smysl

zustava stejny.
//rotfdgz/fdf,
K gl

Stokesova véta:
kde krivka ~ tvofi ,,okraj“ plochy k. I zde jde o jisté zobecnéni Greenovy vety (tentokrét 2. verze) pro ,kfivou*
plochu v prostoru, nebot vyraz —i +3 6f 2 je jen tieti slozka rot f Protoze rot f ( ) znamend cirkulaci vektorové

funkce f v bodé z, fyzikalni smysl teto vety lze ptiblizit predstavou: ,,Celkova cirkulace funkce f na plose k se
musi projevit na jejim okraji v.“

Priklad 12.1:
Ovérte Greenovu vétu pro funkei

flz,y) = (2°y, 2y)
a pro oblast Q tvofenou vnitikem elipsy se stfedem v pocatku [0, 0] s poloosami a =5 a b = 3.
feseni:
Budeme ovérovat 2. verzi Greenovy véty

JL oy v 3e) o= o

Derivovanim obdrzime vyraz v dvojném integralu na levé strané rovnosti

o 0fs

3
=— 2y .
8y+8x z° + 2y

Zadanou elipsu vyjadiime obecnou rovnici

3
+ % =1, odkud vyjaddiime y = j:g 25 — x? |

l\D|H
(S5
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a levou stranu pak pocitdme pomoci Fubiniovy véty

5 [ p3v25-a?
// (—2® 4+ 2y) dedy = / / (=23 +2y)dy | doe =
Q -5 —3V25—22

5 —
:/ [ nyry] — 25 Y dr = f—:c 325 — xzd:cff—/ 3V25 —22dx =0,
_5 —

25—12

nebot integral z liché funkce na intervalu symetrickém podle pocatku je roven nule.
Pro vypocet pravé strany rovnosti vyuzijeme parametrické vyjadieni zadané elipsy

0Q: x=D>5cost

_ €(0,2m) .
Yy = 3sint

Odtud dostaneme teény vektor 7 = (—5sint, 3cost) a dopocitdme p¥islusny ki¥ivkovy integral

2m
/ (z3y, 22y) dF = / (375 cos® tsint, 30 costsint) - (=bsint, 3cost) dt =
90 0

27 27
= —1875/ (1 —sin®t) sin® ¢t cost dt +90/ cos’tsintdt =0 .
0 0

=0 =0

Priklad 12.2:
Ovérte Greenovu vétu pro funkci 0

f(xay) - (7ya 12)

N <

a pro oblast {2 na obrazku. T
reSeni:
Budeme ovérovat 2. verzi Greenovy véty

// (—%+8—f) da dy = mfdf.

Derivovanim obdrzime vyraz v dvojném integralu na levé strané rovnosti

0fi 0fz
BN L P
oy T ox +

Vyjadiime horni a dolni ¢ast hranice oblasti funkénim vztahem

yg=1++vV1— a2 yp=—-1—+v1—2a2

a levou stranu pak pocitame pomoci Fubiniovy véty

1 1+v1—a? 1 Rp—
//Q 2z +1) dedy = [ (/ 2z +1) dy) dz = / 2z +1) [y]z;717 \/1i7 dz =

—1—V/1—22 -1
:2/ 2z +1)(14+ V1 —22?) dx—2/ (2x 4+ 1) da:+4/ ac\/l—ac2dx+2/ V1—22der=4+7,
=2 =0 :%

posledni integral vypocitame nejlépe substituci x = sint.
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Pro vypocet pravé strany rovnosti vyuzijeme parametrické vyjadfeni jednotli- T,
vych &asti hranice oblasti 9 =T'; +I's — I'3 4+ I'y a kiivkovy integral rozdélime na

Syt
I's
=+ - +] .
oo Jr, Jro Jrs Jr, -1

Pro kazdou ¢ast hranice uvedeme jeji parametrické vyjadreni, vektor 7 a prislusny
kiivkovy integral.
Pocitdame prvni ¢ast

Fli r=1

1
; te(—1,1), tecny vektor 7= (0,1) a integral / (—y,x?) dF = / (—t,1)-(0,1) dt =2.
y= Iy

Nasleduje druha cast

I's: x=cost , . . . , 2\ g
) te(0,m) , teény vektor 7 = (—sint,cost) a integrél / (—y,z%)dF =
y=1+4sint Ty

s T
= / (—1—sint, cos®t) - (—sint,cost) dt = / (sint +sin®t + cos®t) dt =
0 0

:/ sint dt + /sithdt +/ cos?’tdt:2—|—ﬁ.
0 0 0 2

=—[cost]g=2 :[%(xfsintcost)]gzg =0
Vypocet treti ¢asti je podobny jako u prvni ¢asti,

F3 . -1

t

1
T
te(—1,1), tecny vektor 7= (0,1) a integral / (—y, x?) dFf = / (=t,1)-(0,1) dt =2.
Y I3

Koneéné étvrta ¢ast (podobna druhé éasti)

I'y: x=cost , _, . . , 2\ g
) t e (m2m), teény vektor 7 = (—sint,cost) a integrél / (—y,z%)dF =
y=—1+sint T,

27 27 27 27 T
:/ (l—Sint,COSQt)-(—Sint,COSt) dt:—/ sintdt+/ sin2tdt—|—/ cos’tdt =2+ = .
T s T s 2
Celkoveé se i prava strana rovna 4 + 7w a Greenova véta je ovéfena.

Priklad 12.3:
Uzijte Greenovu vétu pro funkce

Y
flay) = (@y.v?)  §lay) = (@ay)  hzy) = (~y,2)
a pro oblast {2 ohranicenou kfivkou I'; a osou z, kde T,
I'': x=tcost Iy | z
) te(0,m) .
y=tsint

Vypocitejte tak dvojné integraly

//xdxdy //ydxdy //1dxdy.
Q Q Q
Feseni:

Vyraz v dvojném integralu na pravé strané 2. verze Greenovy véty pro funkce f, ¢ a h skuteéné dava po radé

Ofr  0f dg1 | 092 Ohy  Ohy
=== -+ 2= — 2
8y+8:c o 8y+8:c Y 8y+8:c
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Hranice 02 oblasti ) sestava ze dvou Casti, z kiivky I'1 a z Casti osy x. Mlzeme psat 02 =17 + T's, kde
I'y: z=-m+t

y=0 €(0,m) .

Pocitejme teény vektor pro kiivku I'y a ozna¢me ho 7 = (cost — tsint,sint + tcost) a pro kiivku I's pak
T2 = (1, 0)
Pro f obdrzime z Greenovy véty

//—xdxdy_//< of aJ;Z)dd / fdr = Flfdr—l— szdF=ﬂ2—4

™ ™
/(zy,yz)dF:/ (t2costsint,t2sin2t)~(costftsint,sintthcost)dt:/ t?sint dt =
r 0 0

nebot

™ s
:[—t2cost]g+2/ tcostdt:w2+2([tsint]g—/ sintdt) =n?-2.2=71%-4,
0 0

(pouzili jsme dvakrat metodu per partes) a

/F2(xy,y2)dF /OW(O,O) ((1,0)dt =0 .

Pro g obdrzime z Greenovy véty

1
//ydxdy:/ §dF:// (—%—i—%) da:dy:/ g‘dF+/ Gdr = —2m + =73
Q N Q dy Ox Iy Ty 3

s
/(IQ,acy)dF:/ (t? cos®t, t? costsint) - (cost — tsint,sint + tcost) dt = / t? cost dt =
I 0

= [t*sint]] — 2/ tsintdt = < —tcost|j costdt> =27
0 0
a
/(x2,xy)df=/ ((t—m)2,0) - (1,0) dt = / (t — )2 [—t—ﬂ ] _ 1l
Iy 0 0 3 3
Pro h obdrzime z Greenovy véty
. - - 1
//Qda:dy—// ( Ol ah?) dx dy—/ hdi= | hdf— | hdi==7°
Ox o0 Iy Ty 3
nebot

m m 1517 1
/(fy,:c)df = / (—tsint, tcost) - (cost — tsint,sint + tcost)dt = / t?dt = |=t3| = -n°
I 0 0 3 3
/ (—y,:c)df':/ (0,m—1t)-(1,0)dt =0 .
T's 0
Zapiseme vysledky

1 1
//xdxdy:4—ﬂ'2, //ydxdy:—ﬂ'3—27r, //1dxdy=—7r3.

Piiklad 12.4:
Zjistéte soufadnice té7isté rovinného ttvaru z predchoziho ptikladu. (Pfedpokladédme, Ze hmota je rozlozena
stejnomérné, neboli hustota je konstatni p(z,y) = 1.)

feéeni

vvoev

M,
Tpr=— a yr= M, , kde M, = // zp(z,y)dedy M, = // yp(z,y)dzdy a m = // p(x,y)dxdy
m m Q Q Q
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kde m znac¢i hmotnost a M, M, tzv. statické momenty. VSechny potiebné integraly jsme vypocitali v pfedchozim

prikladé
1 1
m://ld:cdy:—w3 Mz://:cd:cdy:4f7r2 My://yda:dy:—ﬂsf%r,
Q 6 Q Q 3

dostavame tedy

472 24672 24 6 gl 2’12, 12

or = = ==-= a yr= =
%7‘(‘3 3 ™ o7 %7‘(‘3 2

Priklad 12.5:
Ovérte Stokesovu vétu pro funkci

—

f(z,y) = (zlnz,ylnz, xy)

a pro oblast

feseni:

Budeme ovérovat Stokesovu vétu

kde kiivka v tvofi ”okraj” plochy k.
Zjistime rotaci na levé strané rovnosti

- g 0 0
I’Otf: (£,8_y7£) X (Ilnzaylnzaxy) = (.ﬁ—%,—y—f—%,()) .
Pro vypocet plosného integralu je tfeba vypocitat teéné vektory a jejich vektorovy soucin
Or Oy 0z dr 0y 0z
r=(%,—=,5)=(1,0 0 =(=—,=—,=—)=1(0,1,¢ y=7x0=(1,0,8) x (0,1,t) = (—s,—t,1) .
P (G ) = (1L0s) = (o, B ) = 010, =T x5 =(1,0,8) X (0,1,8) = (—5,—1,1)

Mtizeme vypocitat plosny integral na levé strané

oo t
//rotde:// (t— 2 s+ —,0)(—s,—t,1)dtds =
K (1,2)x(1,3) ts st
S t 3 2 s t
:// <t5+—+st—> dtds:/ (/ (——dt)> ds =
(1,2)x (1,3) t 5 1 1t s
| —

2
=[sln|¢t|-L]2=sln2—£

3 2 3
:/ sln2f§l ds = S—ln27§lns :gln2731n3flln2:4ln27§1n3.
1 2 2 2 ) 2 2

s 2
Okraj plochy ~ se sklada ze ¢tyT ¢astiy = y1+v2—7v3—"4. U kazdé ¢asti uvedeme Y o o3
parametrické vyjadreni, teény vektor a prislusny kfivkovy integral. Integral pies 3f--
kfivku v pak bude sestavat z integralu pres jednotlivé ¢asti. Parametrické vyjadieni Y4 Yo
prvni ¢asti v; je
Lp-- Y1
T: =t I I
R S I E—
y=1 t € (1,2), teény vektor 7 = (&,9,2) = (1,0,1) 1 27
z=1

a tato ¢ast prispiva integralem

2

2
1 1 1 3
/(tlnt,lnt,t)(l,o,l)dt:/ (t+tint)dt = |=t* + =t?Int — ~t*| == 42In2.
. 1 2 2 4 ], 4
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Podobné vypocitame prispévek druhé ¢asti vo

Yo: =2
y=t t e (1,3), teény vektor 7 = (&,9,2) = (0,1,2)
z =2

3
/(21n2t,tln2t,2t)(0,1,2)dt:/ (tIn2 +tlnt + 4t) dt =
V2 1

1o 1, 1, 2 ’ 9
= |=t*In2+4+ =t*Int — —t*“ + 2t =14+4In2+-1In3 .
2 2 4 1 2

Treti ¢ast 3 ma parametrické vyjadreni

Y3: =t
y=3 t e (1,2), teény vektor 7 = (&,9,2) = (1,0,3)
z =3t

a odecteme integral

2
/ (tln3t,31n3t,3t)(1,0,3)dt:/ (tIn3 4+ tInt + 9f) dt —
g 1

1 1 1 9,1” 3 51
= |=t?’In3+ =t?Int — >+ =t?| =-In3+2In2+ — .
{2 netgtint oAt myme ety
Podobné odecteme integral z posledni ¢asti vy
Ya: x=1
y=t t € (1,3), teény vektor 7 = (&,9,2) = (0,1,1)
z=1t

3

3
1 1 1 9
/ (1nt,t1nt,t)(0,1,1)dt=/(tlnt+t)dt= —t?Int — ~t>+ =t?| =2+ =1n3.
s L 2 4 2" |, 2

Cely kiivkovy integral na pravé strané pak obdrzime prostym souctem ¢i rozdilem

3
3 9 3 51 9
1 1 2

3
+21n2+14+41n2+51n3—§ln3—21n2———2——1n3:4ln2—§ln3.

Stokesova véta je ovérena.
Doplnime jesté vypocet uzity ve vSech ¢tyfech Cdstech. Pouzili jsme integraci ,per partes pro f/(t) :=
t, f(t) = 5t* a g(t) :=Int, g'(t) = {

1 1,1 1 1
tlntdt = =t?Int — [ =t?= dt = =t’Int — =t% .
/ . g" /2 ¢ 9t Mty

Priklad 12.6:

Ovérte Stokesovu vétu pro funkci
2

f(I,y,Z) = (y2 — Iz, T —yZ,Z)

a pro oblast

ki oz=vV1—22+/1—y2 x,y € (=1,1)

s orientaci v bodé [0, 0, 2] ve sméru vektoru (0,0, 1).

//rotfdgz/fdf,
* v

reSeni:
Budeme ovérovat Stokesovu vétu
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kde kiivka v tvofi "okraj” plochy k. Zjistime rotaci na levé strané rovnosti

o 0 0 )

%7%;&) X (y —xZ,J)Q —yZ,Z) = (y7 —$,2$—2y) .

rot f = (

Pro vypocet plosného integralu je tfeba vypocitat normalovy vektor

—

vV =

x y
) 71 )
<\/1x2 V1—? )

(proménné z a y mlZeme povazovat za parametry a z = /1 — 12 + \/ 1 — y2 za parametrické vyjaddieni z-tové
soufadnice plochy).
Plo$ny integral na levé strané je pak

o o " y
I""tde:// y, —, 2z — 2y , 1) dedy =
//'*”v (71,1>><(71,1>( )(\/1—$2 /1 — 2 )

1 1
xy Ty T
//(—1,1)><(—1,1) 1—22 1—y? 1 )1Vl —22dx

| S —
=0
1 1 y 1 1 1 .
—|—/ x/ 7da:+2/ (/ T —y dm)dy:—Q/ 2y dy = —2 [y =0.
—1 JoiW/1—y2dy -1 71( ) -1 [ ]71
— —_—
=0

: T

Okraj plochy ~y se sklada ze ¢tyT ¢asti v = v1+7v2 —7v3 —y4. U prvni ¢asti v; uvedeme parametrické vyjadreni,

T: z=1
y=t te(-1,1), teény vektor 7 = (&,y,2) = (0,1, —

z=+1—-1¢2

a prislusny kiivkovy integral

[@ - VTR TR T A
Y1

U dalsich ¢asti jsou vypocty podobné.
Celkoveé tedy kiivkovy na pravé strané vychazi

t 1
—ydt = /(1715 1- 2 — t)dt = 2
1—¢2 1

/fdf:2+2—2—2:0
;

a Stokesova véta je ovérena.

Piiklad 12.7:
Ovérte Stokesovu vétu pro funkci

—

f(xa Y, Z) - (—y,:c, Z)

a pro oblast

K: x=rsint
Yy =rcost r€(0,1)
t € (0,2m)

z=r2sin2t

feSeni:
Budeme ovérovat Stokesovu vétu

//rotfdgz/fdf,
r gl

kde kiivka v tvofi ”okraj” plochy k.
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Zjistime rotaci na levé strané rovnosti

0 0 0

I‘Otf = (%76_?]’ %) X (*y,,CC,Z) = (0ﬂ072) .

Pro vypocet plosného integralu je tfeba vypocitat tecné vektory a jejich vektorovy soucin

ox Oy 0O ox Oy 0O
7= (8_3;’ 8_:7({’ 8_i) = (sint,cost,2rsin2t) 7 = (8_31507 a—i, a—j) = (rcost, —rsint, 2r? cos 2t) ,
U =7 x &= (sint,cost,2rsin2t) x (rcost, —rsint, 2r? cos 2t) =

= (2r(cost cos 2t + sint sin 2t), 2r2(sin 2t cost — cos 2t sint), —r) .

Mtzeme vypocitat plosny integral na levé strané

// rot ]ng: // —2rdrdt = [—7‘2]; . [75]37r =27 .
K (0,1) x (0,27)

Okraj plochy v ma parametrické vyjadieni

Y1: x =sint
y = cost t € (0,27) , teény vektor 7 = (&,y, 2) = (cost, — sint, 2 cos 2t)
z =sin 2t

a kiivkovy integral na pravé strané rovnosti je
/ fdf' = /(f cost,sint, sin 2t)(cost, — sint, 2 cos 2t) dt =
el el

27 27
:/ (71+2sin2tcos2t)dt:727r+/ sindtdt = —27 .
0 0

—_———
=0
Stokesova véta je ovérena.
Priklad 12.8:
Ovérte Stokesovu vétu pro funkci .
f(x,y,2) = (2, 2y, 2y)
a pro oblast
K: x=rcost
. r€(0,1)
=rsint ’
Y t € (0,2m)
z=r%cos’t
reSeni:
Budeme ovérovat Stokesovu vétu
//rotfdgz/fdf,
K gl
kde ktivka ~ tvori ”okraj” plochy k.
Zjistime rotaci na levé strané rovnosti
> g 0 0
ot f =(=—,=—,=—) X (z,zy,xy) = (x,1 +y,y) .
f (8z8y8z) (z, 2y, zy) = ( Y,y)
Pro vypocet plosného integralu je tfeba vypocitat teéné vektory a jejich vektorovy soucin
Or Jy 0z Jx Oy 0z
7= (==, =2, =) = (cost,sint, 2rcos’t) &= (=, —, =)= (—rsint,rcost, —2r?sintcost
(67”’67"767") ( ) Y ) (at’at’at) ( ) Y )’
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7 =7 x & = (cost,sint,2r cos® t) x (—rsint,rcost, —2r’sintcost) = (—2r%cost,0,7) .

Mtzeme vypocitat plosny integral na levé strané

// rotj?dg: // (rcost,1+rsint,rsint) - (—2r%cost,0,r) drdt =
K (0,1) x(0,27)

1 27 1 2 T
:// (7“2Sint—27“30082t)d7“dt=/ 7“2d7°-/ sintdt—2/ r2 dr - / sintdt =-——.
(0,1) % (0,2) 0 0 0 0 2
—_— —— —_——— —_———
=1 =0 =3 =1[t+sintcost]i™=n

Okraj plochy v ma parametrické vyjadreni

Y1: & =cost
y = sint t € (0,27) , tecny vektor 7 = (&, 9, 2) = (—sint, cost, —2sint cost)
2 = cos’t

a kiivkovy integral na pravé strané rovnosti je

/ fdr = /(cos2 t,sint cost,sint cost)(—sint,cost, —2sint cost) dt =
8! 8!

27 1 2 1 4 1 4 T
= f/ 2sin® t cos? t) dt = f—/ sin? 2t dt = f—/ sin® wdw = — = [w — sinwcosw],” = —= .
0 2 Jo 4 /o 8 2
Stokesova véta je ovérena.
Priklad 12.9:
Ovérte Gaussovu - Ostrogradského vétu pro funkci
(2,9, 2) = (¢°2,2°yz,2%27)
a pro oblast Q@ = {[z,y,2];0 < z < /(1 —22)(1 —y?)}.
feseni:
Gaussova - Ostrogradského véta mé tvar
/// divfdacdydz:// fdg
Q a9
Derivovanim obdrzime vyraz v trojném integralu na levé strané rovnosti
> o 0 0
divf==—,—,— |- x3z, z? z, 222%) = 32?2 + 222 + 2222 = 6222 .
/ (8:c By 32) ( yz,a72) et
Defini¢éni obor funkce z = /(1 — 22)(1 — y2) je ¢tverec (—1,1) x (—1,1) a oblast Q se skldda ze vSech bodi

[z,y,2], prokteré 0 < z < /(1 —22)(1 —y?), -1<y<la-1<z <Ll
Levou stranu pak pocitdme pomoci Fubiniovy véty

} =22 (1—?)
///divfdacdydz:///6x2zda:dydz:// (/ 62%2dz) dedy =
Q Q (-1,1yx(~1,1) Jo

27V (1—22)(1-y?)
//7 - ! { ]
(—=1,1)x(—1,1)

— dzxdy = 3// 22(1 - 2?)(1 — y?) dady =
2]y (—1,1)x(~1,1)

1 1 3 571 371
4 4 16
=3 2,4d,/ 11—y dy =3 T, L =3. — . — ==,
/,1(:” I)x,l( y)dy 3 5] Y73 15 3 15

Obratme pozornost k pravé strané Gaussovy - Ostrogradského véty. Hranice 0f) se skladé ze dvou Gasti k1
a Ko, jez muzeme vyjidrit také parametricky
K1 : r=2x Ko : Tr =2
y=y x,y € (-1,1) y=y x,y € (=1,1) .
z=1/(1—22)(1 —y?) z2=0
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Pro vypocet plosného integralu pres prvni ¢ast budeme potifebovat te¢né vektory 7, & a norméalovy vektor o/

0 0 0 1—y?
= —_ p2 2 — _
T = (6$ z, 6$ Y, 8I (1 T )(1 Y )) (1a07 z 1— IQ)
0 0 0 1— 22
g=(—x — 1y, — — 2 — y2)) = _ -
7= (5,5 5,0 gy VAT = 0.1,y [7—5)

ﬁ:?x&:(det(TQ TS),—det(Tl T3),det(“ 72))
g9 O3 o1 O3 g1 02

1—92 \/1 —y?
1).
(I\/le’y 1—22’ )
Pocitejme plosny integral z funkce f pres k1

o2 1—y? 1—y2 ,1—1972 1—y? 1—y?
ds = W —=, 2Py 2 : 1) dzedy =
//mf //<1,1>><<1,1>(I 1=z TV T=" 1712) v 1=V T=0 ey

_ //<1,1>x<1,1> (241 = 12) + 222(1 — ) + 22(1 — 22)(1 — ¢?)) dady = /1 (/1 (22 — y2at) da) dy =

-1
11,3 571 1 371
T T 2 2 2 2y 2 2 16
L rsl e[ G ma=10-3 % 2 G %)-%
-1 -1 -1 -1

Plosny integral pres druhou ¢ast je roven nule, nebot funkce f je na kg také nulova.
Proto prava strana je celkové rovna

- o 16 16
Jl 5= +[] =gro-5

a Gaussova - Ostrogradského véta je ovérena.
Nasledujici priklad je pocetné zna¢né komplikovany.

Priklad 12.10:
Ovérte Gaussovu - Ostrogradského vétu pro funkci

fla.y,2) = (2°yz, 2y’2, /22 + y?)
a pro oblast Q = {[z,y, z]; 2% + y? + 2% < 4, 3(2? +4?) < 2, 0 < 2}
reseni:
Gaussova - Ostrogradského véta mé tvar

///Qdivfdmdydz://mfdg.

Derivovanim obdrzime vyraz v trojném integralu na levé strané rovnosti
> g o0 0
div f = (8_’ i 8_) (2Pyz,ay’z, 22 2 +y?) = dawyz + 32222 +y2 .
x’ Oy’ 0z
Trojny integral na levé strané Gaussovy - Ostrogradského véty budeme pocitat prevodem do sférickych soutadnic

d: x=rcostsins

y =rsintsins 0<r<2 0<t<2m, ogsgg |det D®| = r?sins ,

Z =TCOSS

meze pro r dostaneme z prvni podminky 2 = 22 + y? + 22 < 4 vymezujici 2, meze pro s pak dostaneme

dosazenim do druhé podminky 3(z2 + y?) < 22, odkud dostaneme 3r2sin®s < 12 cos® s, tgs < % as < Z.

Pocitejme levou stranu

/// div fdz dy dz = /// (4ayz + 322\/a2 + y2) de dy dz = // 3r° sin? s cos® s dr dt ds =
Q Q (0,2) % (0,27) X (0, %)

2 2w z 9 or z )
:4/ 7~5d7~-/ sintcostdt-/ Sin35cossds+3/ 7"5d7“-/ dt-/ COS2SSin25d5:7T(§ﬂ-_\/§) .
L,_/ 0 0 0 0 0

_32 =0 =
=5 =

_32 =27 _ A_4w—3v3
3 =A="153

2
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Kratce naznaéime vypocet integrdlu A (pfi pouziti substituce w := 2s)

1 [% 1[5 1 z  4r—3V3
A:—/ sin225ds:—/ sin? w dw = — [w — sin w cos w] :Wi\/_.

Obratme pozornost k pravé strané Gaussovy - Ostrogradského véty. Hranice 0€) se skladé ze dvou Gasti k1
a ko. Uvedeme parametrické vyjadfeni prvni ¢asti

K1: x=2costsins
y =2sintsins tE(O,Qw)sG(O,%) :
z=2co0Ss

jeji teéné vektory 7, & a (vnéjsi) normalovy vektor o/

0 0 0

7= (= 2costsins, — 2sintsins, — 2coss) = (—22sintsins, 2 costsin s, 0
(o - - 2c085) = , 0)

o (3 2costsin s 0 2sintsin s 0 2coss,) = (2costcoss,2sintsins, —2sins)

o= (— — — — _
Os " Os " Os ’ ’ ’

V=237 x7=(det (02 03) ,—det (01 03) ,det (01 02)) = (4costsin® s,4sintsin? s, 4sin s cos s) .
T2 T3 1 T3 1 T2

Pocitejme plosny integral z funkce f pres K1

// fdg = // (16 sint cos? tsin® s cos s, 16 sin? t cos ¢ sin® s cos s, 16 sin s cos® )
K1 (0,27r)><(0,%)

- (4costsin® s,4sintsin’ s, 4sin s cos s) dt ds =

:64// sintcostsin5scossdtds+64// sin® s cos? s dt ds =
(0,27) x(0,%) (0,27) x(0,%)

27 5 2m 5 4
:64/ sintcostdt~/ sinsscossds+64/ dt~/ sin45c0525ds:64~27r~1 = g2
0 0 0 0 9% 3
=0 =L =27 =B=Z
Opét nazna¢ime vypocet integralu B (pfi pouziti substituce w := tg s, ds = cos? s dw = 14—# dw, cos?® s = ﬁ,
2
SiHQSZI_T_)T,OWOa%W%)
5o, Aow?
B:/ sin® s cos sds:/ g dw =
0 o (I+w?)
1 w + 1 w + 1 w + 1 ¢ e us
=|—=" — — - — -arctgw = —.
6 (T+w?d 24 (T+w?? 16 1+w? 16 8%, ~ 96
Neurcity integral typu I, = [ % pocitame pomoci rekurentnich vzorct ziskanych postupnym uzitim
metody ,,per partes®
I = arctgw + ¢
w
21 = I
2T 1+ w2 +th
w w 3 w 3
4I3= — =43 = ——=+ - - — + =T
ST Arwre PP T Urerye T2 Trer TN
w w 5 w 15 w 15
6,=———-—=+53i=————-+-— -+ — ————+ —1I.
T TR BT A e T e T8 1w T3
Odtud dostaneme
I 1 w n 3 w n 3 + I 1 w n 5 w n 15 w n 15 ¢
=—- - —arctgw ==t — =4+ — ——— f+ —arctgw
STL M rw?)? T8 Trw? 8 T A ) T2 (T2 48 1tw? a8 C®
/ w? T 1 w n 1 w n 1 w n 1 +
o[ = —— 4. —. — arctgw .
A+w?)t 74776 T+ru?)? 24 (1+w?)? 16 1+w? 16 °%
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Podobné budem pocitat plosny integral pres druhou ¢ast ko

Ko: X %rcost
y = rsint r€(0,2) t € (0,27,
z:‘/Tgr

s teénymi vektory 7, & a (vnéjsim) normélovym vektorem o/

o1 01 a\f 1 1. 3

7= (E §TCOSt, o 2rsmt 5 r)= (5 cost,ismt,T)
01 01 0 3 3
0= (E §TCOSt, pr 27“smt En \é_) (—%rcost,—%rsint,O)
3 3 1
V=27 x7=(det 92 93 , —det o1 93 , det a1 92 ):(ircost,irsint,f—r).
T2 T3 T T3 T T2 4 4 4

Dostamene

1
/ fas = // (ﬁr sint cos® t, ﬁr sin® ¢ cost, —— 3V3 r) - (—\/_rcost \/grsint,——r) dr dt =
OKa 0,2) x (0,27) 16 16 16 4 4 4

:// 37“5sin1fcost—wr5 drdt =
(0,2)% (0,27) \ 64 64

27 27
= — r®dr - / smtcostdt——/ r® dr / dt = —/37

:3_ :3_
3 3
Proto prava strana je celkové rovna
oo 4,
fds = + = —V3r+4 -7
o K1 K2 3
a Gaussova - Ostrogradského véta je ovérena.

y Piiklady na vypocet obsahu rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou (v prvnim
kvadrantu) a osami  a y FeSime postupem zaloZzenym na Greenové vété v uvedeném
tvaru

ofi  0fa > >
—— + dzx dy f-dr.
/Q ( oy Ox N
UZijeme ji pro funkci _'( y) = %(fy, x) a oblast 2 na obrazku. Pro tuto funkci
plati
0 0
fi + ﬁ — ]_ .

dy or

Hranice oblasti Q se sklada ze t¥i ¢asti 02 = v + v — 2. Obsah rovinného obrazce lze vypocitat jako dvojny

integral pfes zadanou oblast, neboli

pP= //1da:dy//<af1 af)dd /mf.df':

f dr+/f dF—[YZf-dF:%L(—y,x)-dF.

71 Y
—— ——
=0 =0

Ovérme jesté, ze skutecné integraly pies ¢asti v a 2 jsou rovny nule.
Prvni ¢ast 1 mtizeme parametrizovat nésledovné

M:ow=t o
€(0,t1) (pro jisté ¢1).
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Vypocitame teény vektor 7= (¢/,0") = (1,0) a dosazenim obdrzime

/W1 f.dF: %/Otl(oat)-(l,o)dt:

Podobné pro v, s parametrizaci naptiklad

T2

t1
/ 0dt=0.
0

DN =

-0
., t €(0,t2) (pro jisté t2),

z
)

méme teény vektor 7 = (0',¢') = (0,1), a tedy
. 1 to 1 to
/f~dF —/ (—t,0)~(0,1)dt:—/ 0dt=0.
Y2 2 0 2 0

V nasledujicich pfikladech tedy nebudeme opakovat uvedené tivahy, ale budeme se odvolévat na odvozeny vztah

P= 1/(fy,:c)df’.
2 /5

Priklad 12.11:
Vypocitejte obsah rovinného tutvaru ohraniceného kiivkou ~, osou x a y, kde

= (t+ m) cost
( ) te(0,%).

v
(t+m) sint

z
Y

FeSeni:
Jak jsme povédéli v iivodu, uzijeme odvozeny vzorec
1 "
P=- [ (~y,x)dr.
2 Jy

Nejprve vypocitame tecny vektor
7= (((t+m)cost), (t+m)sint)") = (cost — (t + m)sint, sint + (t + 7) cost) ,

abychom mohli uzit vztah drf = 7 - dt. Déle vypocitame
(—y,2)di = (—y,x)Tdt = (—(t + m)sint, (t + w)cost) - (cost — (t + ) sint, sint + (¢ + ) cost) dt =
= (—(t+m)sintcost + (t +)?sin’t + (t + m)sint cost + (t + ) cos®t ) dt = (t + m)* dt

a pokracujeme
1 1 [? 11 219
P==[(~y2)dF == t Zdt == | =(t 3l = —=nd.
v o= [Caanpa=g G| = e
Druhéa moznost spociva ve vypoctu dvojného integralu prevodem do polarnich souradnic
1 [2 ) 1 gz 19
= 5/0 (t+m)*dt = 5 [(t+ )]s = YRR

z t+m
P:/ld:cdy:/ rdrdt:/2( / rdr ) dt
Q 3-1(Q) 0 0
—_——

=[2], =y
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Priklad 12.12:
Vypocitejte obsah rovinného tutvaru ohraniceného kiivkou ~, osou x a y, kde

v: x=+v72—12 cost
y=+/m2—1t2sint

FeSeni:
Opét uzijeme odvozeny vzorec

Vypocitame tecny vektor

—t —t
7= ((\/7‘(2*152 cost) ) (/72 —t2 sint)') = (T cost —+/ sint, TsintJr\/ cost) ,

abychom mohli uzit vztah di = 7 - dt. Dale vypocitame

(7ya'r) dr' = (7y7x)7?dt =
—t —t
= (- sint, cost ) - < cost — sint, — sint + cost) dt =
(= v )| = v — v

:(tsintcost—i—\/ *sin?t — tsintcost + v/ 2cosQﬁ) dt = (7% — t?) dt

a pokracujeme

1 1
P:—/fy,:cdf':—/
5 | vmar=s |

Druhé moznost spo¢iva ve vypoctu dvojného integralu pievodem do polarnich soufadnic (zde bychom vSak méli
byt opatrni kolem pocatku)

% Vi 1 (3 11
P:/ldxdy:/ rdrdt:/ ( / rdr )dt:—/ (m? =) dt = —n>.
Q 3-1(Q) 0 0 2 Jo 48
S

el

1 1.]% 1/7 1 73 11
(w2 —t)dt = = |7t — =3 dt = = T2 )28
2 3 1, 2\2 38 48

—_————

=[] =t

Priklad 12.13:
Vypocitejte obsah rovinného tutvaru ohraniceného kiivkou ~, osou x a y, kde

2 Y
X o cost \/m
T AYe
sint tef0,3). 0 12

V= Are

feseni:
Opét uzijeme odvozeny vzorec

Vypocitame tecny vektor

= (=) ) )

—sint\/_—cost% cost\/_—sint%
( vE T WP )
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abychom mohli uzit vztah di = 7 - dt. Dale vypocitame
int ¢ —sinty/ —cost—— costy —sint——
(7ya'r) dr' = (7y,l')7_"dt = ( = ) “ > ! 2 v ) 2 V- dt =
VoV v A
sin? ¢ tsintcost cos?t tsintcost 1
= + - dt = ——=dt
SN (VA 1+t

VanAREwant

1 + ™
— — arcC — .
83

a pokracujeme
1 1 2 1 1 ™
= | (—y,x)dr = = ——dt == tgt]g dt
[y(yx)r 2/0 T 2[awcg]o
Druhd moznost spo¢ivé ve vypoctu dvojného integralu pfevodem do polarnich soufadnic (zde bychom vSak méli

byt opatrni kolem podatku)
g Vi 1 [ 1 1
P /1d:cdy7/ rdrdt:/ ( / o dr )dt:—/ —dt:—arctgﬁ.
"Q) o o 2 Jy 1+ 2 2
—_———

=[2] 77 =4
Priklad 12.14: y
Vypocitejte obsah rovinného tutvaru ohraniceného kiivkou ~, osou x a y, kde Vor
= V2t + mcost
te(0,5).
—0 =3

¥ x
y=+V2t+ msint

feseni:
Opét uzijeme odvozeny vzorec
1
P= —/(—y,m)df’.

2/,

Vypocitame tecny vektor
. 1.
cost —+/ sint, ——sint++ cost | ,

7= ((V2t+mcost), (V2t + msint)' ) = <\/_

abychom mohli uzit vztah d = 7 - dt. Dale vypocitame

1
cost —+/ sint, —sint + +/ cost) dt =
v
2 = (2t +7)dt

(=g, ) dFf = (—y, 2)7dt =
z(—\/21f—i—71'sint7 2t+7rcost)-(
% Nan
= (—sintcost + (2t + m)sin’* ¢ + sint cost + (2t + ) cos® ¢ ) dt
a pokracujeme
1 1 2 1 ™ 1 7T2 ,/T2 3
= F== 2t dt = =2+ a2 dt == . — 4+ ) =22
2 /0( Fmdt =g [t 2 <4 2> 8"

P=3 [ (v
~
Druhé moznost spociva opét ve vypoctu dvojného integralu pfevodem do polarnich soufadnic (zde bychom vsak

méli byt opatrni kolem pocatku)
1 (2 3
Ydt = = 2t dt = -7~
) /0 (2t +m) s

2t+7r
P:/ldxdy:/ rdrdt = / /
Q -1
+ =1(2t+m)

72
—7

0
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Priklad 12.15:
Vypocitejte obsah rovinného ttvaru ohraniceného kfivkou =y, osou x a y, kde

cost
o=
7 NG .
sint tef0,3).

;

(R

feseni:
Opét uzijeme odvozeny vzorec

Vypocitame tecny vektor

!’

. o _ 1 o 1

-~ (¢ COStW) o Smtw)' _ sint+/ c2ost2r | cost+/ s1;1t2r |
VE+HET T+ S W ) )

abychom mohli uzit vztah d = 7 - dt. Dale vypocitame

L L. sint cost . fsint\/_fcostz\/l— cost\/_fsintQ\/l_ B
(y,:c)dr(y,x)7dt< \/—; \/—> ( (\/—)2 s (\/_)2 )dt

sin® sintcost cos? sintcost 1
= (1 dt = - dt

VA R TV LR VA R TV t+3

a pokracujeme

us
2

1% 1 1 ™ 1 T 1
—y, x)dF = = dt———[lnt—i——} = (Inm—In-)==In2.
/f yra)dr 2/0 t+ 2 7 [nt+3) 3 3) =3

P =

N =

0

Druhé moznost spo¢iva opét ve vypoctu dvojného integralu pfevodem do polarnich soufadnic (zde bychom vsak
méli byt opatrni kolem pocatku)

™ 1 ™
2 fit I 1 /2 1 1
P:/ldxdy:/ rdrdt:/ ( / T2 dr )dt:—/ ——dt =-In2.
Q 2-1(Q) 0 0 2/ t+3 2

—_———
:[ﬁ] Y _1. 1
2 |y 2 t+5
Priklad 12.16:
Vypocitejte obsah rovinného tutvaru ohraniceného kiivkou ~, osou x a y, kde y 0
1
C ot Jer }—/_\
Y: x=e "cost T
te(0,=). 0 T
y=-e 'sint <’2> | 1

feseni:
Opét uzijeme odvozeny vzorec

Vypocitame tecny vektor
7= ((e"cost), (e "sint)) = (—e 'cost —e 'sint, —e 'sint+e ‘cost),
abychom mohli uzit vztah drf = 7 - dt. Déale vypocitame

(—y,x)dr = (—y,z)Tdt = (—e_t sint, e”? cost) . (—e_t cost —e tsint, —e tsint +e? cost) dt =

= (e_Qt sintcost + e 2t sin®t — e 2 sint cost + e 2 cos? t) dt = e 2t dt
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a pokracujeme

1 1 (2 17 1 % 1 1
P:—/(*%x)df:—/ze’”dt:— —se | dt=—" (e -1)=2(1-=]).
2 y 2 0 2 2 0 4 4 o

Druhd moznost spo¢ivé opét ve vypoétu dvojného integralu pfevodem do poldrnich soufadnic (zde bychom vsak

méli byt opatrni kolem pocatku)
e 1 (% 1 1
/ rdr )dt:—/ e_Qtdt—(l—).
0 2 Jo 4 er
2707 2t

¥
| =

P:/ld:cdy:/ rdrdt:/Z(
Q 3-1(Q) 0
—_———

T 1,.—
== ==ze
[, =

Priklad 12.17: Y
Vypocitejte obsah rovinného utvaru nakresleného na obrazku, kde kfivka v ma —
vyjadieni ~
v: x=tcost 3
te <%a T> :

y =tsint

X

feseni:
Podobné jako v pfedchozich pifkladech uzijeme Greenovu vétu pro funkei f| (z,y) = 3(—y,z) aoblast Q. Hranice
09} se sklada ze t¥i Casti 02 = y1 + 2 + 3. Plati tedy

P://ld:cdy:// <%+%> dedy= | fdF=
Q Q Jy Ox N

Vypocitame kiivkovy integrél pres kiivku =, jejiz teény vektor je 7 = ((tcost)’, (tsint)’) = (cost —tsint,sint +
tcost) a

3m 3m
4

- 1 1 [+, 13+
/def' = /1 5(—tsint,tcost) - (cost — tsint,sint 4 tcost)dt = 5/1 tedt = 3 [5} =B

Pro v; a 7s je piislusny kiivkovy integral opét roven nule.
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13. Reseni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy transformace

Pro derivaci funkce f plati vzorec
Ly(p)=p-Ls(p)—f(0).

S jeho pomoci budeme pocitat derivace feseni diferencidlnich rovnic. Dale budeme vyuzivat dalsi vzorce a
pravidla pro Laplaceovu transformaci obsazené napf. v [| (poznamenejme, ze se zde uziva alternativni oznadeni

L{fHp) = L (p).

Priklad 13.1:
Vyfeste diferencialni rovnici
y' —y —6y=0
s podminkami y(0) = 5 a y’(0) = 0 pomoci Laplaceovy transformace.
FeSeni:
Laplaceovu transformaci feseni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak

Ly (p) =pY (p) —y(0") =pY(p) =5 a

Ly (p) = pLy (p) —y' (07) = p(pY (p) —5) — 0 =p*Y(p) — 5p .

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati
0=Lyr—y-6y(p) =p°Y(p) = 5p — pY (p) + 5~ 6Y(p) .

Odtud vypocitame

op — 5
Y(p)(p* —p—6)=5p—5 Y(p)= 5——— .
(»)(p* —p—6)=5p a (p) PR—
Posledni vyraz rozlozime na parcidlni zlomky

p—95 5p—5 A n B
pPP—-p—6 (p-3)p+2 p-3 p+2°

Z rovnosti 5p — 5 = A(p +2) + B(p — 3) dostaneme A =2 a B = 3. Na rovnost

2 3
Y(p)=—+—5
p—3 p+2
uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci
Lil(z)=1, L] (v) =13 =& | L] (x)=1-e2=e 2
P p—3 p+2

a dostaneme FeSeni
y(z) = Ly (z) = 263" + 3e72* .

Priklad 13.2:
Vyfeste diferencidlni rovnici
y// _ y/ _ 2y — 362:c

s podminkami y(0) = 0 a y’(0) = 1 pomoci Laplaceovy transformace.
feseni:
Laplaceovu transformaci feseni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak

Ly(p)=pY(p) a

Ly (p) =pLy (p) —y'(0Y) =p°Y(p) — 1.
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Laplaceova transformace pravé strany dava

3
Lse2s (p) = PETE

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

3
Lyry-2(p) =PV () =1 =pY () - 2¥ (p) = =5 -
Odtud vypocitame
3 p+1 1
Y(p)p® —p-2)= —5 +1="— a Y(p) = ——
(o) )= —5+1=25 )= =57

Na posledni rovnost uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci

LM z) =2, L7 (2) = ae®™
»? (p—2)2

a dostaneme FeSeni
y(x) = Ly (@) = 2™ |

Priklad 13.3:
Vyfeste diferencidlni rovnici
Yy’ — 2y + 3y =e®cosx

s podminkami y'(0) = y(0) = 1 pomoci Laplaceovy transformace.
FeSeni:
Laplaceovu transformaci FeSeni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak
Ly(p)=pY () —y(0") =pY(p) -1 a
Lyr(p) = pLy (p) =y (07) =p(pY () = 1) =1 =p*Y(p) —p— 1.
Laplaceova transformace pravé strany dava

p—1

Lev cos(p) = m .

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

p—1
Ly _9y = (p’Y —p—1) —2(pY -1 3Y ==
v —2y'13y(p) = (P*Y (p) —p — 1) = 2(pY (p) — 1) + 3Y (p) 213
Odtud vypocitame
p—1 p>—3p*>+5p—3
Y (p)(p? — 2 =L - 14p=
(p)(p° —2p+3) ooy LtP P S a
p®—3p*+5p—3 p—1
Y(p): 2 2 == ) .
(P> —2p+2)(p*—2p+3) p*—2p+2
Na rovnost 1
p—
Y(p)=—L "= _

uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci a dostaneme feseni

y(x) =Ly (z) =L, (v) =e"cosx .

1+(p—1)2

Priklad 13.4:
Vyfeste diferencialni rovnici
y' =2y =4z -2
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s podminkami y(0) = 8 a ¢’(0) = 6 pomoci Laplaceovy transformace.
FeSeni:
Laplaceovu transformaci feseni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak

Ly (p) =pY (p) —y(0") =pY(p) -8 a

Ly (p) = pLy (p) =y (07) = p(pY (p) —8) —6 =p*Y(p) —8p— 6.

Laplaceova transformace pravé strany dava

N

4
Lig—2(p) = 5 —
T ( ) pg
Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

L2y (0) = 0PV (0) = 8p = 6) = 2pY (p) = 8) = = -

N

Odtud vypocitame

4 2 8p°—10p —2p+4
Y(p)p(p—Q)ZSp_er]?_Z_): -

a rozkladem na parcialni zlomky

83 —10p*—2p+4 5 2 3

Y(p e T el
®) pi(p—2) p p p—2
Na rovnost 5 5 3
Y(p) =2 - =+ —
p p> p—2

uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci a dostaneme feSeni

y(z) = Ly (z) =5 — 2% + 3% .

Priklad 13.5:
Vyfeste diferencidlni rovnici
y' =2y +y=2sinx

s podminkami y(0) = 2 a ¢’(0) = 1 pomoci Laplaceovy transformace.
feSeni:
Laplaceovu transformaci feseni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak
Ly(p)=pY(p) —y(0")=pY(p) -2 a
Ly (p) =pLy (p) =y (07) =p(pY (p) —=2) —1=p*Y(p) —2p 1.
Laplaceova transformace pravé strany dava

2
14+p2°

£2 sin x (p) =

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

2
Ly ayy(p) = (0°Y (p) —2p— 1) = 2(pY(p) —2) + Y (p) = 1+p2°
Odtud vypocitame
2 23 —3p2+2p—1
Y 2_9p41)= 2p—3=
(»)(p* —2p+1) R T a
23 —3p2+2p—1 22 —p+1 D 1

(P*+1)(p—1)* P*+L(p-1 p2+1 p-1
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Na rovnost
P 1

TPA1 p-1

uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci a dostaneme feseni

Y(p)

y(z) = Ly (z) = cosz +e” .

Priklad 13.6:
Vyfeste diferencidlni rovnici
y' 44y = 2 + 422

s podminkami y(0) =1 a y’(0) = —2 pomoci Laplaceovy transformace.
feseni:
Laplaceovu transformaci feseni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak

Ly(p)=pY(p)—y(0")=pY(p)—1 a
Lyr(p) = pLy (p) =y (07) =p@Y(p) = 1) +2=pY(p) —p+2.

Laplaceova transformace pravé strany dava

2 2
Lotg2(p) =—+4— .
2rat(P) = 43

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

2 8
Lyriay(p) = (0°Y (p) —p+2) +4Y (p) = PR
Odtud vypocitame
2
Y(p)p* +4)=p—2+ F(p2 +4) a upravime
P 2 2 1 ¢ 11 2
Y — _ = . —Z. =
W)= i Era TR @R+l 2 P+l P
Vzhledem ke vztahim
D 1 £ D 1 1 1
E = — E . = ,C . = — - = E in 22 = — =
22(p) P cosz(P) 2l cos 22(P) 2 (%)erl 214’ sin 22 (D) D) (%)2+1 214

plati

L5 (x) = 22, LY (x) = cos2x, LY (2)=sin2z
p3 p2+4 p2+4

a pri uziti inverzni Laplaceovy transfprmace dostaneme feSeni

y(x) = E;l(x) = cos 2z — sin 2z + 22 .

Priklad 13.7:
Vyfeste diferencialni rovnici
y// + Y= l‘2

s podminkami y(0) = —2 a 3’(0) = 0 pomoci Laplaceovy transformace.
FeSeni:
Laplaceovu transformaci feSeni y ozna¢ime £, (p) = Y (p). Pak

Ly (p) = pY(p) — y(0M) =pY(p) +2 a

Ly (p) =pLy (p) =y (07) =p(pY(p) +2) = p°Y (p) +2p .



13. Reseni diferencidlnich rovnic pomoci Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace pravé strany dava

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace plati

2
Lyriy(p) =p°Y (p) +2p+Y(p) = P

Odtud vypocitame
2-2p" _2(1+p*)(1-p°)

Y(p)(p® +1) =

p3 p3
2 2
Y(p)=—=—-.
(p) P

Na posledni rovnost uzijeme inverzni Laplaceovu transformaci.

L5 (z) =a2? Lil(r) =1

p3 p

a dostaneme Feseni
y(a) =Ly (@) = 2" - 2.

99
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